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SINTAXIS:

Alfabeto: Conjunto de simbolos. Puede ser finito o infinito:
Finito > A ={$,5,5} Infinito > A, ={p,, Pys Ps: Py}

Expresion: Secuencia FINITA de simbolos. Si se compone sobre el abecedario A entonces se

dice que es una expresién sobre el alfabeto A . A los simbolos se les puede llamar también

caracteres y a las expresiones, cadenas.
Al conjunto infinito de expresiones (finitas) sobre A se le nombra A*.

Lenguaje: Es el conjunto de expresiones. Si es sobre A, entonces también lo es sobre cualquier
subconjunto de A* (incluyendo al propio A*). Puede ser infinito, pero mencionando alguna
propiedad comun (por ejemplo: “contiene al menos una “s”).

Lenguaje de Iégica de proposiciones:

Proporciona los simbolos necesarios para representar proposiciones sobre el mundo. Requiere
tener letras proposicionales.

Alfabeto de la légica de proposiciones: Comprende las letras proposicionales, los simbolos

I6gicos y los simbolos de puntuacién.

A={py, Py, L, T, AV, —,>,(,)} Si hay pocas letras proposicionales, se pueden

utilizar p,r,s,t...

Se leen de la siguiente forma:

1 Falso false

T Verdadero true

—p nop ~p
pPAq Pyq p&q
pvq poq
p—>q si p, entonces q pDq p=q
p<>q p si, y solosi, g p=q p<eq

Férmulas: Son las expresiones que consideramos como aceptables en el lenguaje.




Form: Conjunto infinito de férmulas.

Arboles sintacticos: Representaciones graficas del desglose (o composicién) de una férmula.

((pAT) v (=p))

(pT) (-p)

p T p
Férmula atdémica: Expresion compuesta por una letra proposicional o por constantes

(verdadero/falso).
Un conjunto X de férmulas verifican que:
1. Lasféormulas atémicas pertenecen a X.
2. Siuna férmula no atdmica pertenece a X, entonces su negacion también.

3. Si dos féormulas no atémicas pertenecen a X, entonces su composicion por una
conectiva también.

Lenguaje de lgica de proposiciones: (conjunto Form) Contiene todas las férmulas de nuestro
lenguaje (SOLO ESTAS) y es el menor de los conjuntos que verifican las propiedades anteriores.

Metalenguaje: Letras que representan férmulas completas. Se suele utilizar el alfabeto
griego.

Principio de induccidn estructural (demostracion inductiva):
1. Caso base: Toda férmula atdomica tiene la propiedad P.
2. Siuna férmula tiene P, su negacidn también.
3. Sidos férmulas tienen P (ambas), entonces su composicion por una conectiva también.

Analisis sintactico unico: Cada férmula proposicional pertenece a una Y SOLO UNA de estas
categorias:

e Esatdmica.
e Esuna negacion de otra férmula uUnica.
e Esuna composicion de dos férmulas Unicas para una determinada conectiva.

Si se trata de la tercera categoria, cada una de esas dos formulas se denominan subférmulas
inmediatas (no necesariamente atomicas).



Definiciones recursivas: Son aquellas definiciones que se basan sobre las aportaciones de las
subférmulas inmediatas.

Principio de Recursion Estructural: Para una determinada eleccidn de las funciones previas, la
funcidn resultante es Unica y esta bien definida.

Eji: f, :Form_Atom — X f 1 X->X f.: X% > X (para cada conectiva

binaria).
Rango: Proporciona la longitud de la mayor rama del arbol sintactico de la férmula.
Numero de simbolos: Proporciona el nimero de férmulas atdmicas de la férmula.

Numero de aparicion de conectivas: Proporciona el nimero de veces que aparece una
determinada conectiva en la férmula.

Principio de induccion completa: Si se demuestra que para una férmula dada, todas las
féormulas con rango menor que el rango de dicha férmula tienen la propiedad P, entonces esa
férmula también tiene la propiedad P.

Definicion recursiva de arbol sintactico:

Arbol(8), & = P*x Arbol(8), 6 = - Arbol(8), & atémica
(b*x) alll g
Arbol () Arbol (x) Arbol (1) 6

Subférmulas (Subform): Es el conjunto de TODAS sus subférmulas.

Sustitucion uniforme: Permite escribir una férmula a partir de otra estableciendo una
equivalencia para cada letra proposicional. Es muy util. Se debe aplicar UNIFORMEMENTE la

PRIMERA vez de forma SIMULTANEA (no se puede aplicar primero unas y luego otras, ya que
podria dar lugar a bucles cerrados).

Instancia, por sustitucién, de una formula:

Si tenemos @ y o, : Form_ Atom > Form (sustitucion para férmula atémica) entonces

atom

la sustitucion uniforme sera:

(W) *(x) }parag =(y* 2)
(p) =1 () }parap=(-p)
T.on (@), parag _atémica



Si se trata de una constante, su instancia por sustitucién de o es ella misma.

Si no se define sustitucion para todas (infinitas) las letras proposiciones, entonces la instancia
para aquella letra no definida, es ella misma.

Eliminar paréntesis: La eliminacién de paréntesis puede suponer ambigiliedades en algunas
féormulas. Para organizarlos, tenemos 2 posibilidades:

e Orden de precedencia: Se establecen prioridades para los distintos simbolos. Lo mas
usual es (de mayor prioridad a menor prioridad): Negacién, conjuncién/disyuncién y
condicional/bicondicional.

e Notacidn prefija: Al igual que en una operacion matemdatica podemos pasar de la
notacién infija a notacion prefija (o notacién polaca):

(3+5)— (+35)
También lo podemos pasar en una formula proposicional:

((pA@)v(=p)— v A pg—p

SEMANTICA

Sistema ldgico: Se utilizan para representar declaraciones sobre el mundo y para operar
sobre dichas representaciones.

Expresion declarativa: Enuncia un estado de cosas. Por ejemplo, “/llueve”. Una expresion
declarativa NO es una pregunta ni una orden. A partir de dos o mas expresiones declarativas,
se pueden construir nuevas. Ejemplo: “llueve” y “hace frio”.

Los sistemas légicos representan de una forma formal estas expresiones declarativas. Es un
lenguaje pobre que intenta representar uno rico y variado, por lo que tiene su dificultad. El
ejemplo anterior se representariacomo P A(Q

Cada expresion declarativa tiene un grado de verdad, y su conjunto tiene un grado de verdad
que es dependiente de los anteriores. La légica proposicional intenta captar las dependencias
entre los valores de verdades segln la conectiva.

Asi pues, se puede averiguar el valor de verdad de expresiones complejas a partir de los
valores de sus componentes.

Existen cuatro cuestiones muy importantes sobre los valores de verdad:

e Satisfabilidad: Una férmula es satisfactible si, dada una interpretacién, todas las
declaraciones son verdaderas. Si no existe ninguna interpretacion que lo cumpla, es
instatisfactible.



e Validez: Agquellas expresiones que SIEMPRE son verdaderas.
e Consecuencia ldgica: Algunas declaraciones pueden ser deducibles a partir del resto.

e Equivalencia: Algunas declaraciones son equivalentes. Ej: P — ( es equivalente a

(—a) - (=p)
Valores de verdad de formulas atémicas: Existen dos valores: verdadero y falso (1 y 0).

Asignacion: Es una funcién del conjunto de férmulas atdmicas en el conjunto de valores de
verdad, con V., (J_) =0y Vv, (T) =1

En otras palabras, una asignaciéon es una combinacién de valores para el conjunto de letras

proposicionales. Para n letras existen 2" asignaciones.

Valores de verdad de las conectivas binarias basicas:

P q PAQ pvq P—>4q p<q
00 0 0 1 1
0 1 0 1 1 0
10 0 1 0 0
1 1 1 1 1 1

Valores de verdad de formulas complejas: El valor de verdad de una férmula compuesta
depende sélo del valor de sus subférmulas inmediatas y de su conectiva.

Toda férmula puede evaluarse y las complejas tienen sus correspondencias con valores de
verdad. Se descartan aquellas correspondencias que evalien como verdadera a una férmula y
a su negacion.

Interpretacion: Es una correspondencia aceptable. Vv:Formm— {0,1} es una funcién que

asigna a cada férmula un valor de verdad y verifica lo siguiente:

e Vv(L)=0
o V(T)=1
o V(=£)==(v(¢))

o V((*y)=Vv(¢)*Vv(y) (para cada conectiva binaria).

Aplicando el principio de recursion estructural:




Ve(@)= vy )*v(x) para_o =(y * z)
Viph  v_(p)=—v(y) para_g=(-y)
V.on (@), para_e_ atémica

Si el alfabeto tiene muchas letras proposicionales y sdlo se utilizan unas pocas, existiran varias
asignaciones que coincidirdn para esas letras (aunque diferirian en el resto) y todas daran el
mismo resultado, ya que las formulas sélo dependen de esas pocas.

siv,(p, )=V,(p,) paratodo p, € ¢ entonces V,(p)=V,(p)

Tablas de verdad: Estas tablas sirven para conocer como se comporta una férmula
globalmente. Contiene todas las asignaciones posibles. La estructura es como la presentada
anteriormente para las conectivas basicas. Puede compactarse teniendo en mente la figura del
arbol.

Tautologias: Aquellas férmulas que son verdaderas para toda interpretacién.
Contradicciones: Aquellas formulas que son falsas para toda interpretacién.

Contingentes:  Aquellas férmulas que toman valores verdaderos o falsos para distintas
interpretaciones.

CONCEPTOS SEMANTICOS BASICOS

Satisfacibilidad: Una férmula es satisfacible si existe al menos una interpretacién que la haga

verdadera. v satisface a ¢ si V((pk ) =1 paratodo ¢, € @, siendo © ={¢,,....0,}

Si no existe ninguna interpretacion posible, entonces es insatisfacible.

Si el conjunto @ es satisfacible: si eliminamos una férmula sigue siendo satisfacible; si
afiadimos una tautologia sigue siendo satisfacible; si afiadimos una contradiccion, sera
insatisfacible.

Si el conjunto @ es insatisfacible: si afiadimos una féormula o eliminamos una tautologia,
seguird siendo instasifacible.

El resto de casos posibles, el resultado es indeterminado.

Para demostrar si una férmula es satisfacible, basta con encontrar UNA interpretacién que
cumpla la condicién. Para demostrar si no lo es, hay que comprobar TODAS las
interpretaciones. Con pocas letras no es problema; pero si hay, por ejemplo, 30 letras,
existiran 1.073.741.824 interpretaciones distintas.

® es satisfacible siy solosi (@, A... A @,N) es satisfacible.



® es insatisfacible siy solosi (@, A... A @N) es una contradiccion.

Validez:  Una férmula es valida si es verdadera frente a cualquier interpretaciéon. Las
tautologias siempre son validas. La validez divide a las férmulas en férmulas tautoldgicas y
formulas contingentes. Es conveniente tener en cuenta las siguientes observaciones:

e Sise niega una féormula insatisfactible resulta una férmula tautoldgica.
e Sise niega una formula tautoldgica resulta una férmula insatisfactible.
e Sise niega una féormula contingente resulta otra férmula contingente.

e Si se niega una férmula satisfactible, NO resulta una féormula tautoldgica (puede ser -
tanto satisfactible como insatisfactible).

Notacidn = Para indicar que una formula ¢ es valida, se realiza asi: |=¢ (la barra vertical y

las dos horizontales van juntas; en este documento no puedo reproducir el simbolo exacto).

Para decidir si una formula es vélida o no, hay que recorrer toda la tabla de verdad. Si
detectamos una sola interpretaciéon que no satisfaga la férmula, entonces no es valida. Si
TODAS las interpretaciones la satisfacen, entonces si es valida.

|= @ <> —@ esinsatisfactible.

Preservacion por sustitucidn: Gracias a la sustitucion uniforme, podemos preservar la validez
sustituyendo cada componente por su correspondiente. Ejemplo:

o =((pAq)—(gvr)) esuna tautologia. Si sustituimos de esta forma:
o(p)=p oc(@=(par) o(r)=(=r) entonces
@ =(pa(par)) > ((par)v(—r)) TAMBIEN es una tautologia.

Consecuencia légica: Una férmula ¥ es consecuencia de un conjunto @ ={@,,...,@.} si
toda interpretacion que satisface a @ también satisface a /. Si un conjunto de hipétesis son

verdaderas, entonces su consecuencia légica también lo es.

Notacién > @ |=y (es consecuencia légica) @ |y (no es consecuencia légica).

Ejemplo: Si tenemos la férmula p v Q, podemos ver que ésta es consecuencia légica de p y de

g, ya que cuando ambas tienen valor 1, la férmula también: {p,q}|=(pv Q)

Para comprobar la consecuencia légica, hay que comprobar una por una cada interpretacion.
Si AL MENOS UN interpretacidn satisface al conjunto, PERO NO a |7, entonces la consecuencia

tampoco esta satisfecha. El procedimiento es el siguiente:

1. Construir tabla de verdad.

2. Sefialar lineas verdaderas de cada hipotesis (@, @, ,..., @, ).



3. Determinar interseccion entre ellas.

4. Valorar la consecuencia légica en esas lineas comunes. Si es verdadera en todas ellas,

entonces {@,, @,,... ¢, } =¥
La consecuencia ldgica tiene las siguientes propiedades:

e Reflexividad: ¢@|=¢
e Transitividad: Si®|=yw y wl|=y entonces ®|=y
e Monotonia: Sea ® ={¢,,9,,....9,} Si Pl=y y ®cQ entonces Q|=y

Consecuencias légicas de conjuntos insatisfactibles: Aunque pueda parecer contradictorio,
cualquier férmula puede ser consecuencia légica de un conjunto insatisfactible, teniendo en
cuenta que la definicion SOLO alude a las interpretaciones que satisfacen el conjunto (si no
existe ninguna, no por ello deja de cumplirse la condicidon; puesto que TODAS esas
interpretaciones (en este caso, 0) satisfacen también la formula (como hay 0 interpretaciones,
consideramos que la condicion se cumple)).

Si un conjunto es satisfactible y una férmula es su consecuencia légica, entonces la negacion
de dicha férmula no lo es.

Consecuencia légica y validez: La formula condicional construida con los conjuntos de todas
las hipdtesis como antecedente y la consecuencia como consecuente, es SIEMPRE una
tautologia. éPor qué? La formula sélo seria falsa si el antecedente fuera verdadero y el
consecuente falso. Pero dicha situacidon no se dard, ya que partimos de que el consecuente es
una consecuencia légica del antecedente. Por tanto:

ey 0.1 < (9,5, 0,) > w _es_tautologia)

Consecuencia légica y satisfabilidad: Si un conjunto de férmulas tiene a ¥ como
consecuencia ldgica, entonces ese conjunto mas la negacién de I es un conjunto

insatisfactible (y viceversa) (recuérdese que un conjunto es insatisfactible si la conjuncién de
las férmulas que lo componen es también insatisfactible).

De consecuencia légica a insatisfactibilidad: Teniendo en cuenta lo anterior:

Si {@,9,,¢;}|=r entonces {@,,9,,@;,—r} (o, lo que eslo mismo, @, A...A @, A=)
es insatisfactible.

De instactibilidad a consecuencia légica: Siguiendo la directriz anterior:
Si {¢,,....,¢,,—r} esinsatisfactible, entonces {@,,....,@ }|=r

Combinando ambos apartados, tenemos que si un conjunto es insatisfactible, cualquier
componente es consecuencia logica del conjunto restante.



Equivalencia:

Se dice que dos férmulas @ y I son equivalente si cada una es consecuencia légica de la otra;
es decir, debe cumplir que @|=y y que ¥ |=@. Esto implica que ambas férmulas tienen

exactamente la misma tabla de verdad; es decir, son dos formas de expresar ‘lo mismo’.

Notacién 2 @ =y (son equivalentes) @ # ¥ (no son equivalentes (cuidado: el simbolo es

con tres lineas horizontales, no con dos como aparece en este documento)).
La equivalencia tiene las siguientes propiedades:

o Reflexividad: ¢ =g

e Simetria: (p=y)—> (v =)
e Transitividad: Si ¢ =y y =y entonces 9=y

Las equivalencias dividen las férmulas en clases (grupos de férmulas equivalentes). Las clases

se nombran como C,, siendo ‘k’ el nimero correspondiente al binario leido en columna.

Para dos letras proposicionales hay un total de 16 clases posibles. Todas y cada una de las
formulas que se pueden formar con esas dos letras estan catalogadas en una de esas 16 clases.
Toda clase tiene su complementaria (aquella en la que 1’s y O’s se intercambian en el nimero
binario).

Cualquier formula de las 16 clases puede expresarse con las 4 conectivas basicas.

Conjunto de conectivas completo: Sobre dicho conjunto se puede representar cualquier otra

conectiva.

Ejemplos: {—A},{—VH{—, —>},{T},{~L}
Tabla de equivalencias bdsica: Puede consultarse en la pagina 38 del libro basico.

Situacion y reemplazo: Tomemos que @ y ¥ son equivalentes si y sélo si ¢ <> es una
tautologia. Si se aplica la misma sustitucién uniforme, entonces sus sustituciones son también
equivalentes entre si.

Esto es asi porque la sustitucion uniforme preserva la validez. Es decir, si ¢ <> i es vdlida
(recordemos que las tautologias SIEMPRE son validas), entonces (@ <> ) también es

valida, por lo que @° <> i’ sigue siendo una tautologia y, atendiendo a la definicion inicial:
¢O’ = l//O'
Reemplazo: Sean ¢ y i dos formulas equivalentes. Si @ es parte de una férmula X (ya sea

con una o mas apariciones) y reemplazamos una o varias de dichas apariciones (no
necesariamente todas por ¥/, entonces la férmula resultante sera equivalente a la inicial.



Formas normales: Se dividen en 3 clases:

Disyuntiva: Sies de laforma ¢, v...v @, donde cada componente es una conjuncion

de literales (un literal es una letra proposicional o su negacién). Es contradictorio si y
sélo si cada conjuncién suya contiene un literal y su negacion simultaneamente. Ej:
(pA—=p)vVv(—gAQ) escontradiccion.

Conjuntiva: Sies delaforma @, A...A @, donde cada componente es una disyuncién

de literales. Es tautologia si y sdlo si cada disyuncidén suya contiene un literal y su
negacion simulténeamente. Ej: (p v —p) A (—Q Vv Q) es tautologia.

Clausulada: Cada componente de una conjunciéon la denominamos clausula (sea literal

0 sea un conjunto). Recordando que los grupos de conjunciones o disyunciones
pueden expresarse como conjuntos, tenemos:

@, A...A@, donde cada cldusula @, =(@, V..v@') entonces se puede

expresar como {gol,...,(ok}:{{(of,...,(plm},...,{(pi,...,qo,i“}}

Equivalencia, consecuencia ldgica, validez y satisfactibilidad: La equivalencia tiene
conexiones formales con el resto de términos:

p=y siyslosi o=y y yl=¢
o=y siysolosi (p >w) y (¥ > @) son tautologias.
o=y siysolosi (p <> ) estautologia (deduccién de la anterior).

o=y siysolosi (—(@ <> w)) esinsatisfactible.



