Tema 1

MODELOS MATEMATICOS

1.1. Introduccion

Una de las herramientas mas interesantes que actualmente disponemos para analizar
y predecir el comportamiento de un sistema biolégico es la construccion y posterior
simulacion de un modelo matematico. Son muchas las razones que justifican la edad
de oro que hoy en dia vive la modelizacién matemaética, pero debemos de destacar,
en primer lugar, el mejor conocimiento de los procesos biolégicos, y en segundo lu-
gar, el espectacular avance de los ordenadores y el software matematico.

Puesto que este material es una introduccion al estudio de los Modelos Mateméticos
en Biologia, es conveniente comenzar esta primera seccién precisando lo que enten-
demos por un modelo matematico.

Con frecuencia la palabra modelo tiene distintas interpretaciones, nosotros la apli-
caremos en el sentido dado por el profesor Sizto Rios, ([59]): “un modelo es un
objeto, concepto o conjunto de relaciones, que se utiliza para representar y estudiar
de forma simple y comprensible una porcion de la realidad empirica”.

Por tanto, un modelo es la representacion de un proceso. Si en un fenémeno biologi-
co se conocen los procesos internos y las relaciones entre ellos, entonces es posible
conocer las ecuaciones (que dependeran de si el modelo es discreto o continuo) que
lo describan y a las que llamaremos un modelo matematico del fenémeno biolégico.

Como es natural, de un mismo fenémeno bioldgico se puede construir muchos mode-
los matematicos diferentes entre si, cuyo grado de eficacia dependera del conoci-
miento de los procesos que se investigan y de las posibilidades de experimentacion.

Generalmente los métodos que se utilizan para estudiar un fenémeno biolégico son
la construcciéon de un modelo matematico o bien el uso del método cientifico, el cual
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esta basado en:
1. La observacion y en la descripcion.
2. El desarrollo de hipétesis o explicaciones.
3. La comprobacién por experimentacion de dichas hipotesis.
4. La aplicacion de estos conocimientos en la resolucién de problemas similares.

Supongamos un problema concreto, como por ejemplo, determinar la cantidad de
conejos que existiran dentro de un ano conocida la poblaciéon actual, en un entorno
que presenta cierta estabilidad. Ante esta situacion, podemos recurrir a observa-
ciones anteriores e intentar dar una estimacién del dato pedido. Es decir, podemos
hacer uso de una herramienta estadistica y proponer un resultado mas o menos acer-
tado segun la complejidad de la técnica empleada. Pero si el problema que abordamos
es tal, que apenas disponemos de datos actuales o pasados, debemos de elaborar un
modelo que sea capaz de dar solucién al problema planteado y ademas nos aporte
informacion, de tal manera que nuestra actuacién en el futuro sea la méas acertada.
Esta ultima situacion es la que se presenta con mas frecuencia cuando se estudia un
fenémeno biolégico.

Es evidente, que una de las ventajas del uso de los modelos matematicos es su bajo
costo, si lo comparamos con los modelos fisicos. Por ejemplo, es mucho mas barato y
rapido elaborar un modelo matematico que describa la evolucién de la poblacion de
conejos que empezar con un determinado niimero de conejos y esperar cierto tiempo
para poder experimentar con ellos.

1.2. Elaboracion de modelos matematicos

Los modelos y la realidad estan relacionados a través de dos procesos: la abstra-
ccion y la interpretaciéon. El primero de ellos nos obliga a encontrar cuales son los
elementos més importantes del problema y cuales son los accesorios. Para saber si
un elemento es o no importante tendremos que ver su efecto relativo en la evolucion
del sistema. En cuanto a la interpretacion, debemos de entenderla como la manera
en que las componentes del modelo (pardmetros, variables) y su comportamiento
pueden estar relacionadas con las componentes, caracteristicas y comportamiento
del sistema real que queremos modelar.

Por tanto, la primera de las fases necesaria para construir un modelo matematico es
la abstraccion, para ello tenemos que establecer ciertas hipotesis, definir las variables
y desarrollar las matematicas adecuadas para poder resolver el problema. La fase
siguiente es tratar de simplificar las herramientas matematicas utilizadas. Los resul-
tados que se deducen del modelo matematico nos deberian llevar a poder efectuar
algunas predicciones sobre el mundo real. El paso siguiente seria recoger datos de
la situacién de la que se ha extraido el modelo y compararlos con las predicciones.
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Si no coinciden, los datos que ya poseemos nos pueden servir para modificar las
hipotesis. Si las predicciones coinciden con la realidad, entonces las hipdtesis son
correctas y también lo son las variables definidas. En caso contrario, si se observan
discrepancias serd necesario construir otro modelo mas aproximado y fiable. Como
podemos ver, la creacion de un modelo matematico es un proceso progresivo.

A continuacién expondremos mas detenidamente los pasos que debemos seguir para
construir un modelo matemaético.

1. Se debe empezar formulando las siguientes preguntas:

= ;Cudl es la informacién que realmente necesitamos?

= ;A qué se reduce ahora el problema?
2. Descripcién cualitativa del modelo.

= Se debe iniciar por el mas simple que describa el comportamiento bio-
logico del sistema.

= Ver si los resultados que nos aporta el modelo dan respuesta a las pre-
guntas planteadas.

3. Descripcion cuantitativa del modelo.

= Tenemos que definir las variables y ver la manera en que estan rela-
cionadas.

= Debemos definir los parametros del modelo, y asegurarnos de que cualquier
otro parametro es redundante.

4. Introduccién de las ecuaciones del modelo.
= Se escriben las ecuaciones, con la ayuda de un diagrama o de una tabla.
5. Analisis de las ecuaciones.

= Debemos comprobar que su anélisis da respuesta a las cuestiones planteadas.

= Se encuentra la soluciéon general.
6. Volver a examinar las hipotesis.

= Se intenta simplificar el modelo.

= Si nuestro modelo no responde a las preguntas iniciales, debemos volver
a los pasos (3), (4) y (5).

7. Relacionar los resultados encontrados con hechos conocidos.

= ;Se ha contestado al aspecto bioldgico?

= ;Estan los resultados de acuerdo con la intuicién?
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= ;Confirman los datos o los experimentos dichos resultados?

A continuacion utilizaremos un ejemplo elemental, en concreto la evolucion de un
cultivo de cierto tipo de células, para construir un modelo matematico.

= Descripciéon del fenémeno real y objetivos del modelo. Para conocer
como evoluciona el cultivo realizamos diversos experimentos y observamos un
rapido crecimiento de la poblacién. El tipo de preguntas que podemos hacer
son las siguientes: jcomo varia el nimero de células con el tiempo?, ;qué tipo
de variables influyen en su desarrollo?.

= Eleccién de variables. En la fase de experimentacién se ha podido observar
que la célula crece, se divide en dos y cada una de ellas inicia de nuevo el proceso
de crecimiento. Se detecta ademas que el tiempo necesario para que crezca una
célula y se duplique es aproximadamente 20 minutos. Por tanto, el tiempo de
vida de una célula, podemos considerarlo como una variable que interviene en
el problema. Es evidente que existen muchas otras variables, las cuales pueden
ser clasificadas en variables de entrada, que son las que pueden influir en los
resultados, y variables de salida, que corresponden a los resultados. En nuestro
problema, seleccionamos como variable de salida el niimero de células existente
en el cultivo en el tiempo t. El tiempo ¢ transcurrido desde el instante inicial
serd la variable independiente.

= Relaciones cualitativas entre las variables. De los experimentos realizados
se desprende que bajo las mismas condiciones de partida, el nimero de células
del cultivo crece con el tiempo.

= Recopilacién de datos. En la Tabla 1.1 aparecen los datos recogidos en la
fase de experimentacion. Observemos que los datos recopilados permiten ser
ajustados por los valores, 100, 2 x 100, 22 x 100, 23 x 100, 2% x 100, - - -, que
corresponden a un crecimiento exponencial. Este tltimo paso es el verdadera-
mente importante en el proceso de modelado.

Instante \ Tiempo \ Num. células ‘

0 0 100

1 20 209

2 2x 20 415

3 3x20 790

4 4x20 1610
Tabla 1.1

= Modelo empirico de crecimiento. Como consecuencia de la etapa anterior,
se observa que el proceso de multiplicacién de las células se puede describir
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como “una duplicacion de la poblacion cada 20 minutos”. Tanto en esta fase co-
mo en las anteriores, juegan un papel fundamental los métodos de recopilacién
y andalisis de datos.

= Construccion del modelo matematico. Empezamos generalizando la situa-
cién anterior, en el sentido siguiente: sea N el niimero de células en el cultivo en
el instante inicial, y supongamos que la poblacién se multiplica por o en T' mi-
nutos. Bajo estas hipotesis tendremos en los instantes 0, 1 X7, 2xT, 3xT, -- -,
las poblaciones N, aN, o*N, o®N, --- . En consecuencia, si y(t) representa al
nimero de células en el cultivo en el instante ¢, sabemos que:

y(0O) =N,  y(t) =ay(t—1).

= Consecuencias del modelo. Del modelo construido podemos deducir al-
gunos resultados:

e Es inmediato comprobar que de las hipdtesis anteriores se obtiene

y(t) = Na'.

e También es facil encontrar el nimero de periodos T necesarios para pasar
de N células a N. _
b InN —InN

Ina

= Aplicacién practica. Encontrar el nimero de periodos de tiempo necesarios
para pasar de 400 células a 3210

In 3210 — In 400
~ 3
In2

= Validacion del modelo. Es el proceso de contrastar las predicciones pro-
puestas por el modelo con los datos experimentales. Es evidente que si exis-
ten grandes diferencias entre estos valores debemos de rechazar el modelo
propuesto. Una buena herramienta de trabajo en esta fase son los tests de
hipotesis.

= Prediccion. Una vez que por la etapa anterior nos hemos asegurado de la
validez del modelo, pasamos a la etapa de prediccion. Por ejemplo, en la
situacion que estamos analizando, si queremos obtener 3.200 células a partir
de 400 células, necesitamos que pasen 3 periodos que equivalen a 60 minutos.

= Nuevo proceso de modelizacion. Si llegamos a la conclusion de que nuestro
modelo no es valido, entonces debemos retomar los datos experimentales y
proponer uno nuevo que sea mas adecuado.
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A pesar de la gran importancia que hoy en dia tienen los modelos matematicos,
tenemos que tener en cuenta la siguiente observacién. Por lo general, en los modelos
tedricos, se consideran sélo las relaciones cuantitativas entre las variables depen-
dientes e independientes del mismo, y entonces el protagonismo es de las matematicas.
Ahora bien, estos modelos describiran relaciones entre los organismos, pero nunca
pueden darnos el sentido bioldgico del proceso. Por tanto, serda imprescindible la
experimentacién biologica.

Por ultimo, un modelo matematico tiene que tener las siguientes cualidades:

= Debe ser coherente, es decir, tiene que dar cuenta de todas las observaciones
anteriores y permitir prever el comportamiento futuro del fenémeno bioldgico.

= Tiene que permitir su generalizacién, dentro de ciertos limites que conviene
determinar previamente.

= Debe ser robusto, en el sentido de tener capacidad de responder a los cambios
de los valores de los parametros.

= Y por ultimo, debe ser flexible, en el sentido de que pueda ser cambiado y
adaptado a nuevas situaciones.

1.2.1. Un termoémetro biolégico

Para ilustrar los comentarios realizados en torno a la construccion de modelos, vamos
a exponer un curioso ejemplo de un modelo matemético muy simple aplicado a la
Biologia.

Desde hace muchos anos, la tradicion popular sabe que existe una relacion entre
la temperatura y el ritmo con el que los grillos chirrfan. A mas calor mayor es su
frecuencia; de hecho si la temperatura se mide en grados Fahrenheit! se cuenta el
numero de chirridos en un minuto se divide por 4 y se suma 40. En 1898, A.E. Dolbear
comprobd que los grillos chirrian en el campo de forma sincréonica y publicé un
trabajo en el que proponia una férmula que relacionaba linealmente la temperatura
en funcién del nimero de chirridos de los grillos. La férmula es:

N —40

T =50
* 4

En los anos siguientes otros autores publicaron trabajos similares al de Dolbear. Los
hermanos C.A. Bessey y E.A. Bessey estudiaron ocho tipo diferentes de grillos en
Lincoln, Nebraska, durante los meses de agosto y septiembre del 1897, cuyos datos
se encuentran representados en la Figura 1.1. Si se realiza un ajuste de estos datos
aplicando el método de los minimos cuadrados, se obtiene T' = 0.21N + 40.4, que
como puede observarse es muy parecida a la propuesta por Dolbear.

!Para convertir a grados centigrados aplicamos la relacién (F — 32)/9 = C/5, siendo F los
grados Fahrenheit y C' los grados centigrados.
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La recta T = 0.21N + 40.4 que ajusta a los datos es un modelo matematico que
representa a la temperatura como una funcién de la frecuencia de los chirridos de
los grillos.

Temperatura
80 . %
L L] .c:.
P
70 |
.lv: hd

60 /
- Chirridos por minuto
75 100 125 150

Figura 1.1. Nimero de chirridos por minutos y temperatura.

Antes de estudiar las propiedades matematicas del modelo, es conveniente plantearse
las siguientes preguntas:

= ;Como de buena es la recta encontrada en relacién a la propuesta por Dolbear?
= ;Cuéando puede aplicarse el modelo encontrado?

= ;Cudl es el rango de temperatura valido del modelo?

= ;Cémo de exacto es el modelo y cémo puede ser mejorado?

Las respuestas a este tipo de preguntas nos ayudarian a conocer las complejas rela-
ciones entre el problema biolégico y el modelo mateméatico. Las dos primeras pre-
guntas son de naturaleza bioldgica y las matematicas juegan un papel muy limitado.
Si comparamos el modelo de Dolbear con la ecuacién encontrada observamos lige-
ras diferencias entre los coeficientes, pero esto podria deberse al tipo de grillos que
estemos analizando. Sin embargo, si comprobamos que las observaciones de dos
clases de grillos diferentes son muy parecidas, entonces el modelo puede ser un buen
termometro biolégico. A la hora de su aplicacion su uso esta limitado, ya que los gri-
llos sélo chirrian durante unos pocos meses al ano y ademéas cuando la temperatura
sea superior a 10 grados centigrados.

1.3. Clasificacion de los modelos matematicos bio-
légicos

Segun la filosofia con la que abordemos el mundo que nos rodea, asi serd el tipo de
modelo matematico que podemos construir. En concreto podemos clasificarlos en:
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= Modelos deterministas: Son aquellos que a cada valor de la variable inde-
pendiente corresponde otro valor de la variable dependiente. Son especialmente
utiles en los sistemas que evolucionan con el tiempo, como son los sistemas
dinamicos. En ellos podemos conocer el estado del sistema transcurrido cierto
tiempo una vez que hemos dado valores a los distintos parametros que apare-
cen en el modelo.

Los modelos continuos son ttiles cuando tratamos de estudiar procesos en
los que se observa continuidad en el tiempo y en este caso lo adecuado es hacer
uso de las ecuaciones diferenciales. Sin embargo, al estudiar algunos mode-
los biolégicos, como son la dindmica de las poblaciones, puede apreciarse que
estamos ante un proceso discreto. Ahora, las ecuaciones en diferencias
nos ofrecen muchas posibilidades para deducir como cambian las propiedades
del sistema bioldgico al variar los parametros del modelo.

En concreto, las matematicas utilizadas para la evaluacién de los modelos de-
terministas son:

Ecuaciones en diferencias.

Teoria de bifurcaciones.

Ecuaciones diferenciales (ordinarias y parciales).
e Analisis numérico.
= Modelos probabilisticos: Si en un modelo determinista, como por ejemplo
el logistico y/'(t) = ry(t)(1 — y(t)/k), el pardmetro r varia aleatoriamente, lo

que hacemos es sustituir valores constantes por otros que cambian con cierta
probabilidad. En este caso estamos ante un modelo probabilistico. Por ejemplo:

e Procesos estocésticos.
» Modelos mixtos:
e FKcuaciones diferenciales estocésticas.

= Modelos discretos matriciales: Son los mas frecuentes cuando el sistema
que estamos modelando esta dividido en una serie de clases. En un momento
dado, el estado del sistema puede representarse por un vector. El paso de una
etapa a otra se realiza a través de una matriz conocida con el nombre de matriz
de transicion.

e (Cadenas de Markov.
e Modelos de Leslie.
e Modelos de Lefkovitch.

De una manera muy general, y desde el punto de vista de la Biologia, podemos
clasificar los modelos matemaéticos en los siguientes grupos:
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= Modelos en bioquimica.

= Modelos de la evolucién de una poblacion.

= Modelos en fisiologia (de animales, de plantas).
= Modelos en la genética.

= Modelos en la creacion de patrones.

= Modelos en la epidemiologia.

= Modelos en las migraciones.

1.4. EIl papel de los ordenadores

Como tendremos ocasion de comprobar, gran parte del presente curso esta dedi-
cado al estudio de los modelos matematicos desde el punto de vista de los sistemas
dindmicos. Su estudio se inicia en el siglo XVII cuando Leibnitz y Newton descubren
el célculo diferencial.

En muchas ocasiones estaremos mas interesados en conocer el comportamiento a
largo plazo de un modelo que su solucién exacta, y para ello es muy conveniente
hacer uso del ordenador. Hasta hace unos pocos anos, cuando se populariza su uso, lo
habitual era simplificar convenientemente el problema para por lo menos disponer de
una solucién aproximada. Actualmente existe un interés creciente en el estudio de los
sistemas dinamicos debido fundamentalmente al aumento en la rapidez de calculo de
los ordenadores que nos permiten realizar multiples simulaciones de cualquier mode-
lo matematico. Paralelamente a la evolucién de los ordenadores se ha producido
un incremento notable en la cantidad y calidad de los programas que se utilizan.
La existencia de programas de célculo (Derive, Maple, Mathematica, MatLab) o
de simulacién (Vensim, Stella) aplicables a todos los campos de las matemadticas
actuales, esta cambiando nuestra manera de enfrentarnos a nuestra investigacion
asi como a nuestra actividad docente.

1.5. Breve introduccion historica

Para poder encontrar un primer ejemplo de un modelo matematico aplicado a la
Biologia tenemos que retroceder 250 anos. Entre los precursores se encuentra Rene
Descartes, matematico y filésofo, quien mantenia la hipdtesis de que, utilizando las
Matematicas como herramienta, se podia construir una teoria unificada de todas las
ciencias. Trabajo en campos muy diversos y en concreto en la Fisiologia, presen-
tando una explicacion matematica para las funciones fisiologicas. Los modelos que
proponia eran muy poco rigurosos y desprovistos de fundamentacién experimental vy,
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por tanto, con un gran numero de errores. A este respecto, una frase que frecuente-
mente se comenta es la siguiente: “Los modelos son erréneos ... pero muchos de ellos
son tiles.” Entonces, jcomo pueden ser tiles si estan equivocados?, la respuesta a
esta pregunta puede ser que por la misma razén que en el pasado mapas erréneos,
donde se suponia que la tierra era plana y con distancias equivocadas, fueron muy
utiles para viajar.

A finales del siglo XIX Federico Engels se lamentaba de lo poco que estaban intro-
ducidas las Matematicas en la Biologia. Por ejemplo, en su obra “Dialéctica de la
Naturaleza” , aparece el siguiente testimonio “Biologia = 0”. Es dificil encontrar en
esta época algin intento de aplicar las Matematicas en el estudio de la Biologia.

Todo cambia a principios del siglo XX, cuando Michaelis y Menten proponen un
modelo bioquimico (que aun se utiliza hoy en dia), para describir la catélisis enzi-
matica. Dos anos después, Lee presenté un modelo para explicar los paraddjicos
efectos de las radiaciones sobre las células. Ahora, tenemos que trasladarnos hasta
mediados de siglo para encontrar otro ejemplo interesante. Basandose en la pro-
puesta de Galileo de establecer relaciones cuantitativas entre magnitudes medibles,
se intentaba encontrar un modelo que relacionase la intensidad de un estimulo y la
duracion del mismo. El esfuerzo fue intil, poniéndose de manifiesto que para tener
éxito en el modelado es importante atender no solamente a la experimentacion, sino
también acertar en el tipo de relaciones cuantitativas a estudiar. Ademas, a la hora
de construir un modelo es fundamental saber separar la informacion relevante que
conocemos del problema de la que no lo es.

El contraste con esta tultima situacion lo encontramos en el modelo de Hodking
y Huxley para la generacién y transmisién del impulso nervioso. En este caso, se
proponian relaciones entre variables que fisicamente tenian sentido. Este modelo
construido en 1952 suele ponerse como ejemplo de modelo matematico aplicado a
la Biologia, de hecho, algunos autores piensan que juega un papel en la Neurologia
semejante a las ecuaciones de Mazwell en el estudio del Electromagnetismo, ya que
a través de él es posible explicar todas las propiedades experimentales conocidas
respecto a la generacién y propagacion del impulso nervioso. Al mismo tiempo, el
modelo sugeria que la dinamica de muchos procesos biolégicos debia ser no lineal.

A partir de este momento, empieza la edad de oro para la construccion y posterior
interpretacion de modelos matematicos aplicados a la Biologia. En los anos 60 se
publicaron un gran niimero de trabajos, especialmente los relacionados con el sistema
nervioso, muchos de ellos con escaso interés practico. El siguiente paso importante se
da en la década de los 70 cuando se descubre que las soluciones de sistemas dinamicos
presentaban un comportamiento caético. Un ejemplo lo encontramos en el modelo
logistico de R. May, que supuso toda una revolucién comparable al impacto causado
por el modelo de Hodgkin y Huxley. La teoria del caos inmediatamente entusiasmo a
bidlogos, fisicos y matematicos, dedicados al estudio de los modelos mateméticos.

De toda formas, muchas situaciones muy distintas, como pueden ser la actividad
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cerebral, el electrocardiograma, la dinamica de poblaciones, el desarrollo embrio-
nario, la evolucién de las enfermedades, son escenarios muy dificiles de modelar
a través de modelos elementales. Sin embargo, podemos realizar las simplifica-
ciones convenientes que expliquen parcialmente el comportamiento del sistema o
bien aplicar unas nuevas herramientas matemaéticas, como es el uso de la geometria
fractal, para explicar la variabilidad de la frecuencia del corazén.
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