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BIENVENIDA

Al momento de aplicar las Matematicas a situaciones del mundo real nos
encontramos a menudo con problemas que no pueden ser resueltos
analiticamente o de manera exacta y cuya solucion debe ser abordada con ayuda
de algun procedimiento numérico.

Los estudiantes de Ingenieria de Sistemas con frecuencia encuentran problemas
gue involucran modelos matematicos, muy dificiles de resolver analiticamente. Por
tal motivo estimar métodos de aproximacion que sean, exactos, eficientes. Con el
uso de la tecnologia computacional y técnicas de simulacion se puede agilizar y
solucionar problemas con un margen de error muy reducido.

Desarrollar un método numérico, significa en la mayoria de los casos, la aplicacion
de un pequefio numero de ideas generales y relativamente simples. Dichas ideas
han de ser combinadas de forma intuitiva con un conocimiento del problema que
puede ser obtenido de distintas formas fundamentalmente con métodos del
analisis matematico.
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Es evidente que las mateméticas son utilizadas de una forma u otra en la mayoria
de las areas de la ciencia y la industria. Durante el siglo XX avanzados métodos y
modelos mateméaticos han sido aplicados en distintas areas como la medicina, la
economia o las ciencias sociales.

A menudo, las aplicaciones generan problemas matematicos que por su
complejidad no pueden ser resueltos de manera exacta. Uno entonces, se
restringe a casos especiales o modelos demasiado simplificados que puedan ser
analizados. En la mayoria de los casos, se reduce el problema a un problema
lineal, por ejemplo, una ecuacion diferencial, la funcion objetivo en un problema de
optimizacion, etc. Tal aproximacion puede ser muy efectiva y explicar conceptos y
puntos de vista que al menos cualitativamente pueden ser aplicados al problema
inicial. Sin embargo, a veces, tal aproximacion no es suficiente o incluso puede
inducir a error.

La alternativa que se s platea, es la de tratar un problema menos simplificado,
utilizando el potencial del calculo numérico. La cantidad de trabajo dependeria del
grado de precision demandada.

A veces el estudiante se confunde entre textos de Analisis Numérico y Métodos
Numeéricos. El andlisis numérico inventa algoritmos para resolver los problemas
gue no pueden ser resueltos en forma analitica. También se encarga de calcular
los errores asociados a los métodos. El analisis numérico se conoce desde hace
mucho tiempo, pero hasta la aparicion de las computadoras digitales estuvo
relegada a pocos usos practicos. En realidad los métodos numéricos son la
expresion formal del analisis numérico. Y estos métodos sélo tienen aplicacion
practica cuando se acompafian de un software adecuado para implantarlos. El
software es la expresién real -y ultima- de los algoritmos.
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UNIDAD DE TRABAJO No.1
INTRODUCCION A LOS ERRORES

Preguntas Generadoras

¢, Qué es un método numérico?

¢, Qué es y para que se usa los algoritmos?

¢, Qué es error y como se clasifican?

¢Qué es estimar un error por métodos iterativos?

B D -

¢Qué son los errores de redondeo?

INDICADORES

1. Identificar los distintos tipos de errores que se pueden cometer en la
utilizacion de los métodos numeéricos y comparar su eficiencia segun el tipo
de problema que se pretenda resolver, el grado de precision requerido.

Apreciar la utilidad del error relativo y de las cotas de error.
Apreciar la utilidad del error relativo y de las cotas de error.
Aprender a relacionar el error relativo con las cifras significativas
Entender la diferencia entre error de truncamiento y de redondeo.

abhwd

TEMAS A DESARROLLAR EN LA UNIDAD

Resena historica
Errores
3. Clase de errores

3.1Errores absolutos
3.2 Errores relativos

P
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El error, denticiones basicas

Siempre que se opera con numeros con una cantidad infinita de cifras y siempre
gue se toman medidas en la realidad, hay que tener en cuenta que contendran,
casi con certeza, un error. Esto no es grave. Lo prioritario es tener una idea de su
tamafo y saber que segun vayan haciéndose operaciones puede ir propagandose.
Al final, lo que importa es acotar el error absoluto, es decir, conocer un valor (la
cota) que sea mayor que el error cometido, para saber con certeza cuanto, como
mucho, dista el valor real del valor obtenido.

Los métodos numeéricos ofrecen soluciones aproximadas muy cercanas a las
soluciones exactas; la discrepancia entre una solucion verdadera y una
aproximada constituye un error, por lo que es importante saber qué se entiende
por aproximar y aprender a cuantificar los errores, para minimizarlos.

Error absoluto

Los errores numéricos se generan con el uso de aproximaciones para representar
las operaciones y cantidades matematicas.
La relacion entre un resultado exacto o verdadero X y el valor aproximado X* esta
dado por:

X = X" + error (1.2)

El que un error tenga signo positivo 0 negativo, generalmente no tiene
importancia, de manera que el error absoluto se define como el valor absoluto de
la diferencia entre el valor verdadero y el valor aproximado:

E=|X — X" (1.2)

El error absoluto se expresa en las mismas unidades que X y no toma en cuenta el
orden de magnitud de la cantidad que se esta midiendo.

Error relativo
El error relativo normaliza el error absoluto respecto al valor verdadero de la

cantidad medida:
e = [E/X| = |(X — X)/X]  (1.3)
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El error relativo es adimensional y puede quedar expresado asi, en forma
fraccional, o se puede multiplicar por 100 para expresarlo en términos
porcentuales:

e (%) = |E/X|x 100 (1.4)

Las ecuaciones (1.1), (1.2), (1.3) y (1.4) suponen que se conoce el valor verdadero
de X, lo que hace que los errores absoluto y relativo: E y e sean también
verdaderos. Pero normalmente X no se conoce; no tendria sentido considerar
una aproximacion, si se conociese el valor verdadero.

Errores inherentes

Los errores inherentes se producen por la propia variabilidad de los fenémenos; al
ser caracterizados a través de cantidades fisicas, las mediciones conllevan
incertidumbre, pues los instrumentos de medicion ofrecen s6lo una aproximacion
numérica del valor verdadero de la magnitud medida, pues se calibran para
considerar solamente un determinado numero de cifras significativas. Todas las
magnitudes que se manejan en ingenieria son susceptibles a este tipo de errores.
Por ejemplo, cuando se dice que el tirante de agua de una presa es de 123 m,
habiendo hecho la mediciéon mediante un dispositivo que ofrece una precision de
tres cifras significativas, el tirante de agua realmente puede fluctuar entre 122.5 y
123.5 m.
X [122.5,123.5) X* = 123

El error inherente absoluto maximo que se puede llegar a cometer cumple con la
desigualdad:
E ax < 05m;
y el correspondiente error inherente relativo maximo cumple con la
desigualdad:
emax < 0.5/122.5 = 0.00408
El error inherente absoluto medio que se puede cometer cumple con la
desigualdad:
E mea < 0.25m;
y el correspondiente error inherente relativo medio cumple con la
desigualdad:
€ mea < 0.00204.

Errores de redondeo

Los errores de redondeo se producen al realizar operaciones aritméticas en las
gue el resultado produce una mantisa cuyo numero de digitos difiere
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significativamente del nimero de digitos de la mantisa de alguno de los valores
numeéricos involucrados en la operacién. Al manejar un determinado nimero de
cifras significativas en los calculos, el resultado tiene que ser redondeado de
alguna manera, sobrestimando o subestimando el valor resultante verdadero.

Sea X el resultado de una operacion aritmética, el cual puede ser expresado
mediante notacion matemética, en forma normalizada: F x 10" donde F esta
formada por m cifras obtenidas en el resultado, de las cuales, n son enteras. Este
valor se puede descomponer en dos sumandos, igualmente normalizados: el
primero formado por t cifras significativas, las t primeras cifras del resultado
después del punto decimal: f x 10™ y el segundo formado por las (m — t) cifras no
significativas del resultado, g x 10™°¢

X =Fx10®" =fx10"+ gx10™*
En virtud de que F,fy g son numeros normalizados, su valor absoluto puede

tomar algun valor dentro del intervalo semiabierto [0.1,1). F esta formado por m
digitos, f esta formada por t digitos y g esta formada por (m — t) digitos.

01 < |F| <1 0.1 < |fI <1 0<|gl <1
[0.1,0.999...99] [0.1,0.999...99] [0,0.999...]
mdigitos t digitos (m —t) digitos

Errores de redondeo truncado

Al considerar unicamente t cifras significativas, se estan despreciando (m —t)
cifras del resultado, es decir, se esta redondeando el resultado. Ahora bien, hay
dos maneras de hacer ese redondeo: la primera consiste en tomar como
aproximacion numérica X* de la operacion realizada el valor f x 10™ haciendo
caso omiso del valor de gx10™* la segunda consiste en tomar como
aproximacion numérica X* el valor f x 10", pero ajustado conforme al valor que
tenga el primer digito de g x 10™¢

Redondeo truncado: X* = fx10" 1.7)

El error absoluto que se comete en cada caso particular es:
E = |g|x10t™t

El error absoluto maximo que se puede llegar a cometer, en cualquier caso, es:
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E iy < 1x107¢

Y el error absoluto esperado que se puede cometer, considerando una distribucion
de probabilidad uniforme para los errores, es:

Epea < 0.5x 10m¢

El error relativo que se comete en cada caso particular es:
e = |g/F|x 101t

El error relativo maximo que se puede llegar a cometer, en todo caso, es:
emax < 1x101°t
Y el error relativo esperado o promedio que se puede cometer es:

€ mea < 0.5x 1017t

Redondeo truncado

Puesto que X no siempre se puede conocer con exactitud, F tampoco, por lo que
es imposible calcular los errores verdaderos, se recurre a sus estimaciones:
El error relativo estimado que se comete en cada caso particular es:

e” = |g/flx10'"¢

El error relativo maximo estimado que se puede llegar a cometer es:
erax < 1x101°¢

Y el error relativo esperado estimado que se puede cometer es:
el g < 0.5x10t

med

Ejemplo: Efectuar la suma: 162.4 + 1.769, considerando 4 cifras significativas con
redondeo truncado.

162.4 = 0.1624 x 103 = 0.1624 x 103
+ 1.769 = 0.1769 x 10 = 0.001769 x 103
164.169 0.164169 x 103
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X = 0.164169 x 10 = 0.1641x 103+ 0.000069 x 103
= 0.1641x 103 + 0.6900x 107 %;n

=3;t=4
X* = 01641 x 103
E =|X — X| = [0.164169x 103 — 0.1641 x 10|
= 10.000069 x 103] = [0.69x 107}| = 0.69 x 10~ < 1x 10~
1
= [} = [ 2221 | = 042031107 < 1210
0.164169 x 10
E
e *x =

_ | 0.69x 1071
X* 0.1641 x 103

= 04205x103<1x1073

Redondeo simétrico

Redondeo simétrico:

¥ _{fxlO" ;si|lgl < 0.5 (1.8)
Cfx10" + 1x10™*t; si|g] = 0.5 '

El error absoluto que se comete en cada caso particular es

si|g|l < 05

E = {|g|x10“‘t;
B si|gl = 0.5

[1 — g|x10™7%;

El error absoluto maximo que se puede llegar a cometer, en cualquier caso, es

Epay < 0.5x 1077¢

Y el error absoluto esperado que se puede cometer, considerando una distribucién
de probabilidad uniforme para los errores, es:

E med < 0.25x 10"t

El error relativo que se comete en cada caso particular es
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o — { lg/F| x 10"t si|g| < 0.5
@ -g9)/Flx10™%; si|g] = 0.5
ACTIVIDADES:
Tema: Introduccion a los errores
Fecha: Abril 13 de 2013
Actividad Descripcion Recursos Responsables
Aclaracion y El tutor expone vy | Estudiantes y tutor | Aclaraciony

ampliacion del
material de la guia

aclara dudas

Guia

ampliacion del
material de la guia

e Introduccion a

Lectura de Lectura por parte los tipos de
documentos de estudiantes errores Estudiantes
puestos en el aula e Meétodos
virtual numéricas para

ingenieria

e Meétodos

numéricos para

ingenieros
Actividad virtual Desarrollar e Actividad 1 Estudiantes

enviar

CRITERIOS DE EVALUACION

1. Las situacionesy problemas que se plantean en el area tienen relacion directa
con el contexto real y cotidiano del estudiante.

2. La solucién de problemas se realiza en actividades de trabajo entre pares
estudiantes, en donde se identifican las fortalezas y debilidades de cada uno

de ellos.

3. Las actividades del area se evalllan teniendo en cuenta, la autoevaluacion, la
coevaluacion y la heteroevaluacion.
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4. Las actividades se evaltan teniendo en cuenta las competencias de los
estudiantes.

5. Se valora el cumplimiento de las normas establecidas para el desarrollo de la
clase.

6. Uso de las TICS como instrumento de ensefianza.

TECNICAS DE EVALUACION
1. Evaluacion escrita y virtual
2. Evaluacion de actividades en clase

Bibliografia
Para desarrollar esta unidad nos apoyaremos en los siguientes recursos:

Métodos Numéricos para ingenieros

Steven C. Chapra Raymond P. Canale

Decano de Computacién e Ingenieria Profesor emeérito de Ingenieria Civil
Tufts University University of Michigan

Parte Uno

Pag. 2 - 108

McGRAW-HILL/INTERAMERICANA EDITORES, S.A. DE C.V.

Quinta edicion

Métodos Numéricos para ingenieria
Ing. Ricardo Seminario Vasquez
Pag. 3-6

Problemas de Métodos Numéricos

Miguel Aleman Flores, Luis Alvarez Leén y Javier Sanchez Pérez
Pag. 1-3

Departamento de Informatica y Sistemas

Universidad de Las Palmas

Campus de Tafira

Presentacion PPT
Aproximacioén numérica y errores
Gustavo Rocha 2005-2
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SOLUCION NUMERICA DE
ECUACIONES

Preguntas Generadoras

=

¢Cudl es la diferencia entre los métodos cerrados y los métodos abiertos para la
localizacion de las raices?

¢En qué consiste el método de biseccion?

¢En qué consiste el método de la falsa posicion?

¢En qué consiste el método de Newton Raphson?

¢En qué consiste el método de la secante?

R N

INDICADORES

Identificar en que situaciones se emplean los métodos para la busqueda de raices de
ecuaciones

Resolver ejercicios donde se utilicen los distintos métodos de busqueda de raices, sin el
uso de software.

Elaborar pseudocoédigos de los distintos algoritmos de busqueda de raices.

Elaborar diagramas de flujo de los distintos algoritmos de busqueda de raices

Elaborar los programas en un lenguaje de programacion o software de aplicacion
Resolver problemas de aplicacion a la ingenieria para emplear los programas
realizados

TEMAS A DESARROLLAR EN LA UNIDAD

Localizacién de raices.
Separacion de raices.
Métodos iterativos.

-Métodos de biseccion.
Método de Newton Raphson.

N e
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En esta unidad estudiaremos como determinar nimeros X que satisfagan una
ecuacion f(x) = 0. En la mayoria de los casos f serd una funcién conocida,
real, de una variable, y f casi siempre ser& continua, de hecho una o dos veces
diferenciable en la region de interés. La funcion f puede ser, ciertamente un
polinomio.

Dada una funciébn f(x) real, cualquier nimero r que satisfaga la funcién
f(r) = 0 se denominard una raiz de la ecuacién f(x) = 0 y un cero de f y
tomamos como valor aproximado el nimero a € D, llamaremos error de la
aproximacion alnimero E = |a — «|.

En la resolucion aproximada de una ecuacion distinguiremos dos etapas bien
diferenciadas:
1. Separar o localizar las raices, que consiste en hallar intervalos [a, b] que
contienen en su interior una sola raiz.
2. Aproximar una raiz contenida en el intervalo [a, b], es obtener un punto de
este intervalo, que diste de la raiz menos que una cantidad prefijada.

1. Método de la biseccién

Objetivo: Confinar en un intervalo cada vez mas pequefio un cero de la funcion

Técnica, basada en el Teorema del Valor Intermedio, se llama algoritmo de
biseccién o método de busqueda binaria, o también método de Bolzano.

Se considera un intervalo [a,b] donde la funcion f (x) cambia de signo, es
decirf (a) - f (b) < 0.

El método consiste en ir dividiendo el intervalo [a, b] por la mitad de la siguiente
forma:

. a+b . +b ]
Se toma el punto medio aT Si f (aT) = (0 ya hemos encontrado la raiz
atb
2
. : +b
En caso contrario, si f (aT).f(b) < 0 entonces hacemos a = %b y

volvemos a subdividir el nuevo intervalo [a, b].
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Si, por el contrario, f (a) - f (%) < 0 entonces hacemos b = %b y volvemos

a empezar. Las sucesivas divisiones del intervalo [a, b] van aproximando la raiz, y
hasta que se encuentra f(p) = 0 o el i-enésimo intervalo [a;; b;] es méas pequefio
gue una tolerancia TOL prefijada, o hasta que se cumpla alguna otra condicion de
paro.

Fuente: Métodos numéricos para ingenieros, Steven C. Chapra Raymond P. Canale. Quinta edici6n
Ejemplo

Calcular 2 iteraciones del algoritmo de la biseccion para buscar un cero de la
funcion f (x) = x2 — 2 en el intervalo [—2,0].

L )

2
f(—Z) > O,f(O) < O,f(—l) <0
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Nuevo intervalo [—2,—1]

1+ (-2

f(=2)>0,f(-1)<0,f(-15) >0

Nuevo intervalo [—1,5,1]

Ejemplo 2
La funcién f(x) = x® + 4x2— 10 tieneunaraizen [1; 2] yaque f(1) = =5y

f(2) = 14. Es facil ver que hay una sola raiz en [1; 2]. El algoritmo de biseccion
da los valores de la tabla 1.

Funcion x° +4x>-10

[ R . @ ) T
1 1 2 1,5 -5 14 2,375] 20
2 1 15 1,25 -5 -27,625 -1,796875| 9,09
3 1,25 15 1,375 -1,796875 -27,625 0,162109375) 4,76
4 1,25 1,375 1,3125 -1,796875| -29,837891 -0,848388672 2,33]
5 1,3125 1,375 1,34375[ -0,84838867| -29,837891 -0,350982666 1,15
6 1,34375 1,375 1,359375| -0,35098267( -29,837891 -0,096408844 0,57,
7 1,359375 1,375| 1,3671875| -0,09640884( -29,837891 0,032355785) 0,29
8 1,359375| 1,3671875| 1,36328125| -0,09640884| -29,967644 -0,032149971 #iDIV/0!

[ inTErRACIONES
[ exTREMOS INTERVALO
PUNTO MEDIO

FUNCION

2. Método de Newton-Raphson

Este es, sin duda, uno de los métodos mas importantes y Utiles para el célculo de
raices. Dada una aproximacion inicial de la raiz x,, se busca, a partir de x,, una
aproximacion mejor x;, de la raiz, de la siguiente forma: Se sustituye la funcion
f (x) por el valor de su desarrollo de Taylor centrado en x,, hasta el orden 1, es
decir

f () = f (o) + f'(x)(x — %)
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Que corresponde a un polinomio de grado 1, y a continuacién se calcula x; como
el cero de este polinomio, es decir:

G
P T )

Y por tanto, de forma general, obtenemos, a partir de x, una secuencia x, de
valores que van aproximando la raiz, definidos por:

f ()
f'(xn)

Xn+1 = Xp —

Fuente: Métodos numéricos para ingenieros, Steven C. Chapra Raymond P. Canale. Quinta edicién

La funcién f(x) = x3 + 4x2— 10
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Funcion xX° +4x°-10

n 0 | oo | o |
1 1 -5 11 45,45
2| 1,454545| 1,540195| 17,98347 5,89]
3 1,3689| 0,06072| 16,57287 0,27
4] 1,365237| 0,000109( 16,51351 0
5| 1,36523| 3,51E-10| 16,5134 0
6] 1,36523 0| 16,5134 0
7] 1,36523 0] 16,5134 0
8] 1,36523 0] 16,5134 100

3. Método de la secante

El método de Newton Raphson es una técnica extremadamente poderosa, pero
tiene una dificultad grande: la necesidad de conocer el valor de la derivada de f en
cada aproximacion de la raiz. Habitualmente la expresion de f’(x) es todavia mas
complicada y necesita mas operaciones aritméticas para su calculo que f(x).

El método de la secante trata de evitar este problema, aproximando el valor de la
derivada f’(x,) por el cociente incremental:

f(xn) - f(xn—l)
(xn) - (xn—l)

Esto genera el siguiente método. Calcular, a partir de dos aproximaciones
iniciales, x, y x;, la secuencia x,, xs, ..., a partir de la férmula iterativa:

Xn — Xp-1

f(n) = f(xns

Xni1 = Xn + hps By = — f(xp). );f(xn) # f(xp-1)

La interpretacion geométrica de este método es que x,,,, Se calcula como

La interpretacibn geométrica de este método es que x,,, Se calcula como la
abscisa del punto de interseccion entre la secante a travées de (x,—1 f(x,-1)) Y
(xn f(x)) vy €l eje de las X. Sefalar que el método de la secante a diferencia del
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método de Newton Raphson requiere de dos aproximaciones iniciales, pero sélo
se requiere de una evaluacién de la funcién en cada paso.

fx)

f&x)

f&i )

Fuente: Métodos numéricos para ingenieros, Steven C. Chapra Raymond P. Canale. Quinta edicién

4. Método de punto fijo

Este método puede desarrollarse como una iteracion simple de punto fijo (también
llamada iteracion de un punto o sustitucion sucesiva o0 método de punto fijo), al
arreglar la ecuacion f(x) = 0 de tal modo que x esté del lado izquierdo de la
ecuacion:

x = gx)

Esta transformacion se realiza mediante operaciones algebraicas o simplemente
sumando x a cada lado de la ecuacion original.

Ejemplo

Use una iteracion simple de punto fijo para localizar la raiz de f(x) = e ~*- x.
La funcion se puede separar directamente y expresarse en la forma de la ecuaciéon
(como:

— —-X
Xit1= €t
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Funcion e”-x

EE @ N
0 0 100
1 1 171,83
2| 0,367879441 46,85
3| 0,692200628 38,31
4] 0,500473501 17,45
5| 0,606243535 11,16
6| 0,545395786 5.9
7| 0579612336 3,48
8| 0,560115461 1,93
9] 0,571143115 111
10| 0,564879347[ #iDIv/0!

De esta manera, se puede observar que cada iteracion se acerca cada vez mas al
valor aproximado al valor verdadero de la raiz: 0.56714329.

f)

a)

Fuente: Métodos numéricos para ingenieros, Steven C. Chapra Raymond P. Canale. Quinta edici6n
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f&x)

Fuente: Métodos numéricos para ingenieros, Steven C. Chapra Raymond P. Canale. Quinta edicion

ACTIVIDADES:
Tema: Solucion Numérica de ecuaciones. Fecha: Abril 17 de 2013
Actividad Descripcion Recursos Responsables
Aclaracion y Aclaracion y
ampliacion del El tutor expone vy | Estudiantes y tutor | ampliacion del
material de la guia | aclara dudas Guia material de la guia
Lectura de Lectura por parte Textos citados
documentos de estudiantes enla Estudiantes
puestos en el aula bibliografia
virtual
Desatrrollar e Taller uno
Actividad virtual enviar Estudiantes
Contestar Quizt (Plataforma)

CRITERIOS DE EVALUACION

1. Las situacionesy problemas que se plantean en el area tienen relacién directa
con el contexto real y cotidiano del estudiante.
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2. La solucion de problemas se realiza en actividades de trabajo entre pares
estudiantes, en donde se identifican las fortalezas y debilidades de cada uno
de ellos.

3. Las actividades del area se evaltan teniendo en cuenta, la autoevaluacion, la
coevaluacion y la heteroevaluacion.

4. Las actividades se evaltan teniendo en cuenta las competencias de los
estudiantes.

5. Se valora el cumplimiento de las normas establecidas para el desarrollo de la
clase.

6. Uso de las TICS como instrumento de ensefianza.

TECNICAS DE EVALUACION
1. Evaluacion escrita y virtual
2. Evaluacioén de actividades en clase

Bibliografia
Para desarrollar esta unidad nos apoyaremos en los siguientes recursos:

Métodos Numéricos para ingenieros

Steven C. Chapra Raymond P. Canale

Decano de Computacion e Ingenieria Profesor emeérito de Ingenieria Civil
Tufts University University of Michigan

Parte dos

Pag. 113 - 169
McGRAW-HILL/INTERAMERICANA EDITORES, S.A. DE C.V.

Quinta edicion

Métodos Numéricos para ingenieria
Ing. Ricardo Seminario Vasquez
Pag. 3-6

Problemas de Métodos Numéricos

Miguel Aleman Flores, Luis Alvarez Leén y Javier Sanchez Pérez
Pag. 1-3

Departamento de Informética y Sistemas

Universidad de Las Palmas

Campus de Tafira
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Computacion y Métodos Numéricos
M. Araceli Garin

Prof. Titular de Economia Aplicada
Dpto. Economia Aplicada Il

Fac. CC. EconOmicas y Empresariales
Bilbao

Curso de Métodos Numéricos para ¢ingenieros?
Pedro Fortuny Ayuso

Curso 2011/12, EPIG, Gijon. Universidad de Oviedo
E-mail address: fortunypedro@uniovi.es
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UNIDAD DE TRABAJO No.3

SOLUCION DE SISTEMAS DE
ECUACIONES LINEALES

Preguntas Generadoras

1. ¢(Qué es una matriz: inversa, adjunta?
2. ¢Como se calcula el determinarte de una matriz?
3. ¢Describe la multiplicacién de matrices?
4. ¢;Como se resuelve un sistema de ecuaciones con Excel?
5. Describe los métodos de eliminacion para solucion sistemas de ecuaciones
lineales
INDICADORES

1. Saber como calcular el determinante con la eliminacion de Gauss.

2. Saber la diferencia fundamental entre el método de eliminacién de Gauss y
el de Gauss-Jordan y cual es mas eficiente.

3. Conocer el modo de interpretar los elementos de la matriz inversa al evaluar
célculos de respuesta al estimulo en ingenieria.

4. Entender por qué el método de Gauss-Seidel es adecuado para grandes
sistemas de ecuaciones dispersos.

5. Comprender como valorar la diagonal dominante de un sistema de
ecuaciones y el modo de relacionarla con el sistema para que pueda
resolverse con el método de Gauss-Seidel.

6. Aplicar adecuadamente estrategias pivoteo en la aplicacion de métodos de

eliminacion.
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TEMAS A DESARROLLAR EN LA UNIDAD

Método de Gauss Jordan.
Método de Pivoteo Parcial
Método de Gauss-Seidel
Condiciones de Convergencia.

B I =

MARCO TEORICO DE FORMACION

En la guia dos, determinamos el valor de x que satisface una Unica ecuacion,
f(x) = 0. Ahora, nos ocuparemos de determinar los valores x4, x,, ..., x, que en
forma simultanea satisfacen un sistema de ecuaciones

fl(xy,x9,..,x) =0

f2(x1,%9, 00, %) = 0

fn(xy,x..0x,) =0
Tales sistemas pueden ser lineales o no lineales, que tienen la forma general
a1X1 + ax, + - +axy, = by
Ay1X1 + AxpXy + -+ +aypx, = by -

An1X1n + ApaXp + 0 + AppXy = by

Donde las a son los coeficientes constantes, las b son los términos independientes
constantes y n es el nimero de ecuaciones.

Método de Gauss Jordan.

El método de Gauss-Jordan es una variacion de la eliminacion de Gauss. La
principal diferencia consiste en que cuando una incognita se elimina en el método
de Gauss-Jordan, ésta es eliminada de todas las otras ecuaciones, no solo de las
subsecuentes. Ademas, todos los renglones se normalizan al dividirlos entre su
elemento pivote. De esta forma, el paso de eliminacibn genera una matriz
identidad en vez de una triangular (figura 9.9). En consecuencia, no es necesario
usar la sustitucion hacia atras para obtener la solucion. El método se ilustra mejor
con un ejemplo.
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Gy Oy a::; =

[T O3 s =y
l

[1 0 0icH]

0O 1 Oic¥

0 0 1icH
l

X, =q

Xz =c

X3 = Cy!

Fuente: Métodos numéricos para ingenieros, Steven C. Chapra Raymond P. Canale. Quinta edicion

Con la técnica de Gauss-Jordan resuelva el sistema:

3x1 - 0,1x2 - O,ZX3 = 7,85
0,1x1 + 7x2 - 0,3X3 = _19,3
3x1 - O,ZXZ + 1OX3 = 71,4

Primero, exprese los coeficientes y el lado derecho como una matriz aumenta

0,1 7 —03 -193

[3 -0,1 -0,2 7,85 ]
3 =02 10 71,4

Luego normalice el primer reglén, dividiéndolo entre el elemento pivote, 3 para obtener:

1 —0,0333333 —0,066667 2,61667
0,1 7 -03 —-19,3 ]
3 —02 10 71,4

El término x; se elimina del segundo renglon restando 0.1 veces al primer renglon
el segundo. En forma similar, restando 0.3 veces el primer renglén del tercero, se
eliminara el término x, del tercer renglén:

0 7,00333 —0,293333 —19,5617

[1 —0,0333333 —0,066667 2,61667 ]
0 —0190000 10,0200 71,6150
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En seguida, se normaliza el segundo renglén dividiéndolo entre 7.00333:

1 -0,0333333 —0,066667 2,61667
0 1 —0,0418848 —2,793207 ]
0 —0190000 10,0200 71,6150

Al reducir los términos x, de las ecuaciones primera y tercera se obtiene

0 1 —0,0418848 —2,79320

1 0 —0,0680629 2,52356 ]
0 0 10,01200 70,0843

El tercer renglon se normaliza después al dividirlo entre 10.0120:

1 0 —0,0680629 2,52356
0 1 —0,0418848 —2,79320
0 0 1 7,00003

Por dltimo, los términos x ;se pueden eliminar de la primera y segunda ecuacion
para obtener

0 10 -2,50001

[1 00 3,00000]
0 01 700003

De esta forma, como se muestra en la figura de la parte superior, la matriz de
coeficientes se ha transformado en la matriz identidad, y la solucién se obtiene en
el vector del lado derecho. Observe que no se requiere la sustitucion hacia atras
para llegar a la solucion.

Luego:
x, = 3,0000
x, =—2,50001
x3 =7,00003

. Método Gauss-Seidel

Los métodos iterativos constituyen una alternativa a los métodos de eliminacién
descritos hasta ahora, para aproximar la solucion. Tales métodos son similares a
las técnicas que se desarrollaron en el capitulo 6 para obtener las raices de una
sola ecuacion. Aquellos métodos consistian en suponer un valor y luego usar un
método sistematico para obtener una aproximacion mejorada de la raiz. Como
esta parte del libro trata con un problema similar (obtener los valores que
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simultaneamente satisfagan un conjunto de ecuaciones). Entonces se esperaria
gue tales métodos aproximados fuesen Utiles en este contexto.

El método de Gauss-Seidel es el método iterativo mas cominmente usado.
Suponga que se da un sistema de n ecuaciones:

[Al{X} = {B}
Suponga que se limita a un conjunto de ecuaciones de 3 x 3. Si los elementos de

la diagonal no son todos cero, la primera ecuacion se puede resolver para x,, la
segunda para x ,Y la tercera para x5, para obtener:

by —aj1x; — az3x3

x1 ==
a
b, —az1x1 — azzxs
Xy =
az;
b; —azi1x, — az;x;
X3 =

ass

Ahora, se puede empezar el proceso de solucion al escoger valores iniciales para
las x. Una forma simple para obtener los valores iniciales es suponer que todos
son cero. Estos ceros se sustituyen en la primera ecuacion, la cual se utiliza para
calcular un nuevo valor x ; = b,/a,;. Después, se sustituye este nuevo valor de x;
junto con el valor previo Cero de x5 en la segunda ecuacion y se calcula el nuevo
valor de x,Este proceso se repite con la tercera ecuacion para calcular un nuevo
valor de x.5

Después se regresa a la primera ecuacion y se repite todo el procedimiento hasta
gue la solucion converja suficientemente cerca a los valores verdaderos. La
convergencia se verifica usando el criterio [recuerde la ecuacion (3.5)

Con la técnica de Gauss-Seidel resuelva el sistema:
3x1 - 0,1x2 - O,ZX3 = 7,85
0,1x; + 7x, — 0,3x3 = —19,3
3x; — 0,2x, + 10x3 = 71,4

Primero, despeje la incégnita sobre la diagonal para cada de las ecuaciones:
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7,85 + 0,1x, + 0,2x;
X1 =

3
~19,3 — 0,1, + 0,3x5
Xy =
7
71,4 — 0,3, + 0,2,
X3 =

10
Suponiendo que x, y x5 son cero, se utiliza la ecuacién primera para calcula:

7854040

= 2,61667
3

X1

Este valor, junto con el valor de x ; = 0, se sustituye en la segunda en la ecuacion
para calcular:

~19,3 — 0,1(2,61667) + 0
X, = - = —2,794524

La primera iteracion termina al sustituir los valores calculados para x; y x, en la
ecuacion tercera para dar:

_ 71,4—-0,3(2,61667) + 0,2(—2,794524)
N 10

X3 = 7,005610

En la segunda iteracién, se repite el mismo proceso para calcular:

_ 7,85+ 0,1(—2,794524) + 0,2(7,005610)

X : = 2,990557
—19,3 — 0,1(2,990557) + 0,3(7,005610)

X, = = = —2,499625
71,4 — 0,3(2,990557) + 0,2(—2,794524)

X; = = 7,000291

10

El método es, por lo tanto, convergente hacia la verdadera solucién. Es posible
aplicar iteraciones adicionales para mejorar los resultados.
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La convergencia se verifica usando el criterio:

j j-1

_ X 0
|eaj] = [F——100% < &
X
Para x,
e,)| = |2,990557 =~ 2616667| 0 _ 1o s,
fajl = 2,990557 0= HamT0

Método de Pivoteo parcial

Ocurren problemas obvios cuando un elemento pivote es cero, ya que el paso de
normalizacion origina una division entre cero. También llegan a surgir problemas
cuando el elemento pivote es cercano a —0 mas aun que sea exactamente igual
a— cero, debido a que si la magnitud del elemento pivote es pequeiia comparada
con los otros elementos, entonces se pueden introducir errores de redondeo.

Por lo tanto, antes de normalizar cada renglon, resulta conveniente determinar el
coeficiente mas grande disponible en la columna debajo del elemento pivote. Los
renglones se pueden intercambiar de manera que el elemento mas grande sea el
elemento pivote; esto se conoce como pivoteo parcial. Al procedimiento, donde
tanto en las columnas como en los renglones se busca el elemento mas grande y
luego se intercambian, se le conoce como pivoteo completo, el cual se usa en muy
raras ocasiones debido a que al intercambiar columnas se cambia el orden de las
X Yy, en consecuencia, se agrega complejidad significativa y usualmente
injustificada al programa de computadora. El siguiente ejemplo ilustra las ventajas
del pivoteo parcial. Ademas de evitar la division entre cero, el pivoteo también
minimiza el error de redondeo. Como tal, sirve también para resolver parcialmente
el mal condicionamiento.

Emplee la eliminacién de Gauss para resolver:

0.0003x; + 3.0000x, = 2.0001
1.0000x; + 1.0000x, 1.0000

Observe que en esta forma el primer elemento pivote, a;; = 0.0003, es muy
cercano a cero. Entonces haga de nuevo el calculo, pero ahora con pivoteo
parcial, invirtiendo el orden de las ecuaciones. La solucidén exacta es:
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1
0.0003

Multiplicando la primera ecuacion por da como resultado:

x1 + 10000x , = 6 667
Lo cual se utiliza para eliminar x1 de la segunda ecuacion:

-9999x2 =-6 666
De donde se despeja:

Xy ==
273
Este resultado se sustituye en la primera ecuacién para evaluar x;:

2,0001 - 3(%/3)
1= 7770.0003

Sin embargo, debido a la cancelacion por resta, el resultado es muy sensible al
numero de cifras significativas empleadas en el calculo:

Valor absoluto
del error relativo
Cifras porcentual
significativas X, Xy para x;
3 0.667 -3.33 1099
4 0.6667 0.0000 100
5 0.66667 0.30000 10
6 0.666667 0.330000 1
7 0.6666667 0.3330000 0.1

Fuente: Métodos numéricos para ingenieros, Steven C. Chapra Raymond P. Canale. Quinta edicién

Observe como el valor de x1 depende en gran medida del nimero de cifras
significativas. Esto se debe a que en la uUltima ecuacion) se restan dos numeros
casi iguales. Por otro lado, si se resuelven las ecuaciones en orden inverso, se
normaliza el renglon con el elemento pivote mas grande. Las ecuaciones son:

1.0000x; + 1.0000x, = 1.0000
0.0003x 1 + 3.0000x, 2.0001
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La eliminacién y la sustitucion dan x, =§ . Con diferentes nameros de cifras
significativas, x; se puede calcular de la primera ecuacion, asi:
e )
1

Este caso es mucho menos sensible al nimero de cifras significativas usadas en
el célculo:

Valor absoluto
del error relativo
Cifras porcentual

significativas X, Xy para x,

3 0.667 0.333 0.1

4 0.6667 0.3333 0.01

< 0.66667 0.33333 0.001

6 0.666667 0.333333 0.0001

7 0.6666667 0.3333333 0.00001

Fuente: Métodos numéricos para ingenieros, Steven C. Chapra Raymond P. Canale. Quinta edicién

ACTIVIDADES:

Tema: Solucién de sistemas de ecuaciones lineales
Fecha: Abril 26 de 2013

Actividad Descripciéon Recursos Responsables
Aclaracion y El tutor expone vy | Estudiantes y tutor | Aclaraciony
ampliacion del aclara dudas Guia ampliacion del
material de la guia material de la guia
Lectura de Lectura por parte Textos citados
documentos de estudiantes enla Estudiantes
puestos en el aula bibliografia
virtual

Desarrollar e
Actividad virtual enviar Taller dos Estudiante
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CRITERIOS DE EVALUACION

1. Las situaciones y problemas que se plantean en el &rea tienen relacion directa
con el contexto real y cotidiano del estudiante.

2. La solucion de problemas se realiza en actividades de trabajo entre pares
estudiantes, en donde se identifican las fortalezas y debilidades de cada uno
de ellos.

3. Las actividades del area se evaltan teniendo en cuenta, la autoevaluacion, la
coevaluacion y la heteroevaluacion.

4. Las actividades se evaltan teniendo en cuenta las competencias de los
estudiantes.

5. Se valora el cumplimiento de las normas establecidas para el desarrollo de la
clase.

6. Uso de las TICS como instrumento de ensefianza.

TECNICAS DE EVALUACION
1. Evaluacion escrita y virtual
2. Evaluacioén de actividades en clase

Bibliografia
Para desarrollar esta unidad nos apoyaremos en el siguiente recurso:

Métodos Numéricos para ingenieros

Steven C. Chapra Raymond P. Canale

Decano de Computacién e Ingenieria Profesor emeérito de Ingenieria Civil
Tufts University University of Michigan

Parte Tres

Pag. 233 - 282
McGRAW-HILL/INTERAMERICANA EDITORES, S.A. DE C.V.

Quinta edicion
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UNIDAD DE TRABAJO No.4
APROXIMACION DE FUNCIONES

Preguntas Generadoras

¢ Qué es una serie de Taylor?

¢A que se le llama el polinomio de Taylor?

¢, Qué significa aproximar una funcion?

Describe el proceso de linealizacion de una funcion

¢, Como de buena es la aproximacion de una funcion f (x) por el
polinomio de Taylor B,(x) en un intervalo dado?

Sl

INDICADORES

1. Saber como la serie de Taylor y su residuo se emplean para representar
funciones continuas.
2. Ser capaz de aproximar acertadamente un funcion

TEMAS A DESARROLLAR EN LA UNIDAD

1. Polinomio de Taylor generado por una funcion.
2. Derivadas usando el polinomio de Taylor.
3. Problemas
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El estudiante hasta aqui ha aprendido a graficar, a evaluar limites, a derivar, a
integrar y a usar las funciones elementales. Pero queda un vacio, aun no sabemos
como evaluar muchas funciones elementales. Los polinomios pueden evaluarse
por simple operaciones algebraicas, otras como f(x) = sen(x) o g(x) = In (x) son
mas complicadas, podemos usar tablas o calculadoras, pero ¢como calcula una
magquina esos valores? y ¢como se elaboran esas tablas?

En esta unidad de trabajo se pretende mostrar como usar polinomios especiales
para calcular aproximadamente tales funciones.

El teorema de Taylor y su formula, la serie de Taylor, es de gran valor en el
estudio de los métodos numeéricos. En esencia, la serie de Taylor proporciona un
medio para predecir el valor de una funcién en un punto en términos del valor de la
funcidn y sus derivadas en otro punto. En particular, el teorema establece que
cualquier funcidén suave puede aproximarse por un polinomio.

Una buena manera de comprender la serie de Taylor consiste en construirla
término por término. Por ejemplo, el primer término de la serie es:

f(xig1) = f(xy)

Esta relacion, llamada la aproximacion de orden cero, indica que el valor de f en el
nuevo punto es el mismo que su valor en el punto anterior. Tal resultado tiene un
sentido intuitivo, ya que si x; y x;,, €stan muy proximas entre si, entonces es muy
probable que el nuevo valor sea similar al anterior.

La ecuacion anterior ofrece una estimacion perfecta si la funcién que se va a
aproximar es, de hecho, una constante. Sin embargo, si la funcion cambia en el
intervalo, entonces se requieren los términos adicionales de la serie de Taylor,
para obtener una mejor aproximacion. Por ejemplo, la aproximacion de primer
orden se obtiene sumando otro término para obtener:

flxipr) = fQx) + f0) (xi41)

Teorema de Taylor

Si la funcién f y sus primeras n + 1 derivadas son continuas en un intervalo que
contiene a 'y x, entonces el valor de la funcion en x esta dado por:
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f (@) (x—a)d+-+ x—a)"+R,
3! n!

f(x) —f(a)+f(a)(x—a)+—( —a)® +

Donde:
f(n+1) (C)
R,(x) = ——=(x —a)"*?!
La ecuacion anterior se llama serie de Taylor o férmula de Taylor. Si se omite el
residuo, el lado derecho de la ecuacion es la aproximacion del polinomio de Taylor
para f(x). En esencia, el teorema establece que cualquier funcion suave puede
aproximarse mediante un polinomio.

Es importante recalcar que el punto ¢ que aparece en la expresion de
R, (x) depende del punto x. Es decir, para cada x € I, existe ¢ € I (a, x) que verifica
la igualdad anterior, que se le llamar, (x) x se le llama resto de Taylor de orden n.

El polinomio de Taylor y todas sus derivadas hasta el orden n coinciden con las
de la funcion f (x) en el punto x = a, es decir,

f(x)=f"(a)
fx)=f"(a)
f(x)=f"(a)

£ (x) = F™(a)

Vamos a calcular e con un error menor que 107°. De la férmula de Taylor
(centrada en a = 0) de la funcidn exponencial:

xZ x3 x4 xn X
eX =1 — — et —+——x"1,c € I(0,
+x+2|+3 +4! +n!+(n+1)!x c €1(0,x)

Obtenemos, parax = 1

X

~ 1 1 1 1 e
e=1+1+5++5+. +E'R"(1) CEE] yc€I(0,x)

2! 3! 4!

Entonces tenemos que

X X

e
m+D S m+ D

1 1 1 1
o et >|:|Rn(1)|:

- (traegrgig
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Nosotros conocemos que e < 3, con lo cual e® < 3 por que ¢ < 1. Ahora es facil
comprobar que 110, < 107° Entonces, basta tomar n = 9 en la férmula anterior para
obtener:

1 1 1 1

1 1 1 1
e = 1+1+z+§+a+§+a+ﬁ+§+a= 2,718282

Dada una funcion infinitamente derivable en un intervalo ¢existe una serie de
potencias que la represente?

La serie de potencias se llama serie de Taylor de la funcion f alrededor del punto
a, es convergente a la funcion o que la funcion f coincide con la suma de su serie
de Taylor.

- fE(a)
k!

(x — a)*

k=0
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ACTIVIDADES:

anoy

Tema: Aproximacion de funciones Fecha: Mayo 4 de 2013

Actividad

Descripcién

Recursos

Responsables

Aclaracion y
ampliacion del
material de la guia

El tutor expone y
aclara dudas

Estudiantes y tutor
Guia

Aclaracion y
ampliacion del
material de la guia

Lectura de Lectura por parte Textos citados

documentos de estudiantes en la Estudiantes
puestos en el aula bibliografia

virtual

Actividad virtual Desarrollar Taller Estudiantes

CRITERIOS DE EVALUACION

1. Las situacionesy problemas que se plantean en el area tienen relacion directa
con el contexto real y cotidiano del estudiante.

2. La solucién de problemas se realiza en actividades de trabajo entre pares
estudiantes, en donde se identifican las fortalezas y debilidades de cada uno

de ellos.

3. Las actividades del area se evalllan teniendo en cuenta, la autoevaluacion, la
coevaluacion y la heteroevaluacion.

4. Las actividades se evallan teniendo en cuenta las competencias de los

estudiantes.

5. Se valora el cumplimiento de las normas establecidas para el desarrollo de la

clase.

6. Uso de las TICS como instrumento de ensefianza.

TECNICAS DE EVALUACION
1. Evaluacién escrita y virtual

2. Evaluacién de actividades en clase

Guia de Métodos Numéricos — Docente: Mauricio Fernando Leal Piza




\UNIMINUTOZO

Corporacion Universitaria Minuto de Dios
1992 - 2012 » Cambiando vidas

oy

Bibliografia
Para desarrollar esta unidad nos apoyaremos en los siguientes recursos:

Métodos Numéricos para ingenieros

Steven C. Chapra Raymond P. Canale

Decano de Computacién e Ingenieria Profesor emérito de Ingenieria Civil
Tufts University University of Michigan

Parte dos

Pag. 113 - 169
McGRAW-HILL/INTERAMERICANA EDITORES, S.A. DE C.V.

Quinta edicion

Aproximacion de Funciones
Analisis matematico |

Ciclo Lectivo 2009

Guia de Estudio y Practica 12
Ing. Jorge J. L. Ferrante
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UNIDAD DE TRABAIJO No.5

DIFERENCIACION E
INTEGRACION NUMERICA

Preguntas Generadoras

¢Qué es la diferenciacion numérica?

¢, Qué significa la integraciéon numérica

Describe el método del integracién trapecio

Describe el método de integracion numeérica Simpson

¢,De qué otros métodos de integracion numeérica se pude hablar?

B N e

INDICADORES

1. Saber y como obtener la regla del trapecio y como obtener las reglas de
Simpson; Reconocer que las reglas del trapecio y las de Simpson 1/3 y 3/8
representan las areas bajo los polinomios de primero, segundo y tercer
grado, respectivamente.

3. Conocer las formulas y las ecuaciones de error para a) la regla del trapecio,
b) la regla del trapecio de aplicacién multiple, c) la regla de Simpson 1/3, d)
la regla de Simpson 3/8.

4. Ser capaz de elegir la “mejor” de estas formulas para cualquier contexto de
un problema especifico.

5. Saber como evaluar la integral y la derivada de datos desigualmente
espaciados.
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6. Saber como se emplean las formulas de integracion abierta para evaluar
integrales impropias.

7. Entender la aplicacidn de férmulas de diferenciacion numérica de alta

precision.

Saber como diferenciar datos desigualmente espaciados.

Reconocer los diferentes efectos del error en los datos para los procesos

de integracién y diferenciacion numeéricas.

©®

TEMAS A DESARROLLAR EN LA UNIDAD

Diferenciacion numérica.

Integracion numerica.

Método de Simpson.

Otros métodos de integracion numerica.

B =

MARCO TEORICO DE FORMACION

El calculo es la matematica del cambio. Como los ingenieros deben tratar en forma
continua con sistemas y procesos que cambian, el célculo es una herramienta
esencial en nuestra profesion. En la esencia del calculo estan dos conceptos
matematicos relacionados: la diferenciacion y la integracion. De acuerdo a la
definicion del diccionario, diferenciar significa “marcar por diferencias; distinguir;...
percibir la diferencia en o entre”.

En el contexto de las matematicas, la derivada sirve como el principal vehiculo
para la diferenciacion, representa la razén de cambio de una variable dependiente
con respecto a una variable independiente.

La definicibn matematica de la derivada empieza con una aproximacion por
diferencias:

By _ o+ 80 - f(x)

A A Ec5.1

donde y y f(X) son representaciones alternativas de la variable dependiente y x es
la variable independiente. Si se hace que Ax se aproxime a cero, el cociente de las
diferencias se convierte en una derivada:
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dy _ I f G+ Ax) = f(x;)
— = lim

= Ec 5.2
dx Ax—o0 Ax ¢

La definicion grafica de una derivada: conforme Ax se aproxima a cero al ir de a) a
c), la aproximacion por diferencias se va convirtiendo en una derivada.

Vi ¥ y
flx; + Ax)
Ay
flx; + Ax) }
Ay
(x)
fix) fix) r
I
x; +Ar x X x+Ax x xX; x
‘_\‘_’ —'—l’
Ax Ax
a) b) c)

Fuente: Métodos numéricos para ingenieros, Steven C. Chapra Raymond P. Canale. Quinta edicién

En célculo, el proceso inverso de la diferenciacion es la integracion. De acuerdo
con la definicion del diccionario, integrar significa “juntar partes en un todo; unir;
indicar la cantidad total ...”. Matematicamente, la integracidn se representa por:

I = fbf(x)dx

gue representa la integral de la funcion f(x) con respecto a la variable
independiente x, evaluada entre los limites x = ay x = b. La funcion f(x) en la
ecuacion) se llama integrando.

Como lo sugiere la definicion del diccionario, el “significado” de la ecuacion es el
valor total, o sumatoria, de f(x) dx sobre el intervalo desde x = a hasta x = b.
De hecho, el simbolo [ es en realidad una letra S estilizada, antigua, que intenta
representar la estrecha relacion entre integracién y suma.
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La figura representa una manifestacion grafica del concepto. Para funciones que
estan por encima del eje X, la integral, expresada por la ecuacion corresponde al
area bajolacurvade f(x) entrex = ayb.1

400

200

t

200

!

Fuente: Métodos numéricos para ingenieros, Steven C. Chapra Raymond P. Canale. Quinta edicién

La funcion que va a diferenciarse o integrarse estara, usualmente, en una de las
siguientes tres formas:
1. Una funcién continua simple como un polinomio, una funcidn exponencial o
una
funcién trigopnométrica.
2. Una funcion continua complicada que es dificil o imposible de diferenciar o
integrar
directamente.
3. Una funcion tabulada donde los valores de x y f(x) estdn dados como un
conjunto discreto de puntos, lo cual es el caso cuando se tienen datos
experimentales o de campo.

En el primer caso, la derivada o la integral de una funcién simple se puede evaluar
analiticamente usando el calculo. En el segundo caso, las soluciones analiticas a
menudo no son faciles e incluso algunas veces son imposibles de obtener. En
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tales situaciones, asi como en el tercer caso de datos discretos, se deberan
emplear métodos aproximados.

Un método sin computadora para determinar las derivadas a partir de datos se
conoce como diferenciaciéon grafica por areas iguales. En este método los datos
(x, y) se tabulan y, para cada intervalo, se emplea una diferencia dividida simple
Ay/Ax para estimar la pendiente. Después, esos valores se grafican como una
curva escalonada contra x (figura). Luego se dibuja una curva suave que trata de
aproximar el area bajo la curva escalonada. Es decir, se dibuja de manera que las
areas negativas y positivas se equilibren visualmente. Entonces, las razones para
valores dados de x pueden leerse en la curva.

X y Ay/Ax x dy/dx

0 0 0 76.50
66.7

3 200 3 57.50
50 50

6 350 6 45.00
40

9 470 I:> 9 36.256
30

15 650 15  25.00
233

18 720 18 2150

0 3 6 9 12 15 18 «x
a) b) €)

Fuente: Métodos numéricos para ingenieros, Steven C. Chapra Raymond P. Canale. Quinta edici6n

Los procedimientos para la integracion numérica (las formulas de Newton-Cotes).
Tales relaciones se basan en el reemplazo de una funcion complicada o para
datos tabulados con un simple polinomio que es facil de integrar. Tres de las
férmulas de Newton-Cotes mas utilizadas se examinan con detalles: la regla del
trapecio, la regla de Simpson 1/3 y la regla de Simpson 3/8. Todas ellas se
disefiaron para los casos donde los datos que van a integrarse estan igualmente
espaciados.
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La regla del trapecio
La regla del trapecio es la primera de las férmulas cerradas de integracion de

Newton- Cotes. Corresponde al caso donde el polinomio de la ecuacion (21.1) es
de primer grado:

I = fbf(x)dxz fbfl(x)dx

Recuerde que una linea recta se puede representar como:

fi60 = f@ +TE D g

El area bajo esta linea recta es una aproximacion de la integral de f(x) entre los
limites ay b:
b
b) —
I = f [f(a) +M(x —a)|dx
a b—a

El resultado de la integracion es:

I=(b—a)w Ec 5.3

gue se denomina regla del trapecio.

Geomeétricamente, la regla del trapecio es equivalente a aproximar el area del
trapecio bajo la linea recta que une f(a) y f(b) en la figura.

fx)

flb)

fla)

Fuente: Métodos numéricos para ingenieros, Steven C. Chapra Raymond P. Canale. Quinta edicion
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Recuerde que la férmula para calcular el area de un trapezoide es la altura por el
promedio de las bases

i— Base vi !
1 f E
e g <
i T Lo
| Base |
a) b)

Fuente: Métodos numéricos para ingenieros, Steven C. Chapra Raymond P. Canale. Quinta edicion

En nuestro caso, el concepto es el mismo, pero el trapezoide esta sobre su lado
(figura). Por lo tanto, la integral aproximada se representa como

Error de la regla del trapecio

Cuando empleamos la integral bajo un segmento de linea recta para aproximar la
integral bajo una curva, obviamente se tiene un error que puede ser importante,
una estimacion al error de truncamiento local para una sola aplicacion de la regla
del trapecio es:

1, 3
Etz—ﬁf (O —a)® Ec 5.4

donde & esta en algun lugar en el intervalo de a a b. La ecuacion (5.4) indica que
si la funcion sujeta a integracion es lineal, la regla del trapecio sera exacta. De otra
manera, para funciones con derivadas de segundo orden y de orden superior (es
decir, con curvatura), puede ocurrir algun error.

Ejemplo
Con la ecuacion (5.3) integre numéricamente:

f(x) = 0.2 + 25x- 200x 2 + 675x3 - 900x* + 400x>
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desde a = 0 hasta b = 0.8. El valor exacto de la integral se puede determinar en
forma analitica y es 1.640533.

Al evaluar la funcién en los limites
f(0) = 0.2
f(0.8) = 0.232

sustituyendo en la ecuacion se tiene:

£(0.2) + £(0.232)

1 =(08-0) >

=0,1728

Error fue:

E =[1.640533 — 0.1728| = 1.467733

Reglas de Simpson

Ademas de aplicar la regla del trapecio con una segmentacién mas fina, otra forma
de obtener una estimacion mas exacta de una integral consiste en usar polinomios
de grado superior para unir los puntos. Por ejemplo, si hay otro punto a la mitad
entre f(a) y f(b), los tres puntos se pueden unir con una parabola (figura a). Si
hay dos puntos igualmente espaciados entre f(a) y f(b), los cuatro puntos se
pueden unir mediante un polinomio de tercer grado (figura b). Las formulas que
resultan de tomar las integrales bajo esos polinomios se conocen como reglas de
Simpson

f 4 f

-

a) b)

Fuente: Métodos numéricos para ingenieros, Steven C. Chapra Raymond P. Canale. Quinta edicion
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Regla de Simpson 1/3
La regla de Simpson 1/3 resulta cuando un polinomio de interpolacion de segundo
grado se sustituye en la ecuacion:

= fbf(x)dxz fbfz(x)dx

y [ ()| dx

T = x)& —x3) (x = x0) (x — %3) (x = %) (x — x3)
xf [(xo —x1)(xg — x3) fxo) + (g — x0)(xq — xz)f(xl) * (x2 = x0) (xz — x4

Después de la integracion y de las manipulaciones algebraicas, se obtiene la
siguiente formula:

I

h
3 [f (x0) +4f(x1) + f(x2)] Ec 5.6

donde, en este caso, h = (b — a)/2. Esta ecuacion se conoce como regla de
Simpson 1/3, y es la segunda férmula de integracion cerrada de Newton-Cotes. La
especificaciéon “1/3” se origina del hecho de que h esta dividida entre 3 en la
ecuacion. La regla de Simpson 1/3 también se puede expresar usando el formato
de la ecuacion.

= (b—a) f(xo) + 4f(6x1) + f(x2) Ec 5.7
ancho

altura promedio

dondea = xy,,b = x, yx; = el punto alamitad entre ay b, que esta dado por
(b + a)/2.

Observe que, de acuerdo con la ecuacién anterior, el punto medio esta ponderado
por dos tercios; y los dos puntos extremos, por un sexto. Se puede demostrar que
la aplicacion a un solo segmento de la regla de Simpson 1/3 tiene un error de
truncamiento de:

1 4
B = —55h°f*(@
Como
_(b-a)

h="3
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Luego:

(b - a)5—4
Et = —Wf ((;:) Ec5.8

Donde f# es el promedio de la cuarta derivada en el intervalo.
Con la ecuacion (5.7) integre:
f(x) = 0.2 + 25x- 200x 2 + 675x3 - 900x* + 400x>
desde a = 0 hasta b = 0.8. Recuerde que la integral exacta es 1.640533
f(0)=02  f(0.4) =2456 £(0.8) = 0.232

Luego tenemos que:

0.2 + 4(2.456) + 0.232
=08 6 = 1.367467

El error es de:
E; = [1.640533 — 1.367467| = 0.2730667

Regla de Simpson 3/8

De manera similar a la obtencion de la regla del trapecio y Simpson 1/3, es posible
ajustar un polinomio de Lagrange de tercer grado a cuatro puntos e integrarlo:

I = j;bf(x)dx = _Lbfs(x)dx

para obtener:

I

IR

3h
) [f(x0) +3f(x1) +3f(x2) + f(x3)] Ec 5.9

donde h = (b — a)/3. Esta ecuacion se llama regla de Simpson 3/8 debido a que h
se multiplica por 3/8. Esta es la tercera formula de integracion cerrada de Newton-
Cotes. La regla 3/8 se expresa también en la forma de la ecuacion:

I = (b—a) fxo) +3f(xy) ;‘ 3f(xz) + f(x3) Ec 510
ancho

altura promedio
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Asi los dos puntos interiores tienen pesos de tres octavos, mientras que los puntos
extremos tienen un peso de un octavo. La regla de Simpson 3/8 tiene un error de:

3
E, = —%th@)(g) Ec5.11

Como h =%

, entonces:

_ 5
E, =— (b6486(l)) f®(© Ec5.12

Puesto que el denominador de la ecuacién (5.12) es mayor que el de la ecuacion
(5.8), laregla 3/8 es mas exacta que la regla 1/3. Por lo comun, se prefiere la regla
de Simpson 1/3, ya que alcanza una exactitud de tercer orden con tres puntos en
lugar de los cuatro puntos requeridos en la version 3/8. No obstante, la regla de
3/8 es util cuando el niumero de segmentos es impar.

fx)

Fuente: Métodos numéricos para ingenieros, Steven C. Chapra Raymond P. Canale. Quinta edicién
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Tema: Diferenciacion e Integracion. Fecha: Mayo 11 de 2013

Actividad

Descripcién

Recursos

Responsables

Aclaracion y
ampliacion del
material de la guia

El tutor expone y
aclara dudas

Estudiantes y tutor
Guia

Aclaracion y
ampliacion del
material de la guia

Lectura de Lectura por parte Textos citados

documentos de estudiantes en la Estudiantes
puestos en el aula bibliografia

virtual

Actividad virtual Desarrollar Taller Estudiantes

CRITERIOS DE EVALUACION

7. Las situaciones y problemas que se plantean en el area tienen relacion directa
con el contexto real y cotidiano del estudiante.

8. La solucién de problemas se realiza en actividades de trabajo entre pares
estudiantes, en donde se identifican las fortalezas y debilidades de cada uno

de ellos.

9. Las actividades del area se evalllan teniendo en cuenta, la autoevaluacion, la
coevaluacion y la heteroevaluacion.

10.Las actividades se evaltan teniendo en cuenta las competencias de los

estudiantes.

11.Se valora el cumplimiento de las normas establecidas para el desarrollo de la

clase.

12.Uso de las TICS como instrumento de ensefianza.

TECNICAS DE EVALUACION
10. Evaluacién escrita y virtual

11.Evaluacion de actividades en clase
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Bibliografia
Para desarrollar esta unidad nos apoyaremos en el siguientes recurso:

Métodos Numéricos para ingenieros

Steven C. Chapra Raymond P. Canale

Decano de Computacién e Ingenieria Profesor emérito de Ingenieria Civil
Tufts University University of Michigan

Parte dos

Pag. 603 - 639
McGRAW-HILL/INTERAMERICANA EDITORES, S.A. DE C.V.

Quinta edicion
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UNIDAD DE TRABAJO No.6
SOLUCION NUMERICA DE

ECUACIONES DIFERENCIALES

Preguntas Generadoras

1. ¢Qué es una ecuacion diferencial?

¢, Qué significa resolver numéricamente una ecuacion diferencial?

3. Describe los métodos de Runge — Kutta para solucionar numéricamente
una ecuacion diferencial

)

4.
INDICADORES

1. Conocer la forma general de los métodos de Runge-Kutta;

2. Entender la deduccion del método Runge-Kutta de primer y segundo orden
y cOmo se relaciona con la expansion de la serie de Taylor;

3. Saber como aplicar cualquiera de los métodos Runge-Kutta a los sistemas
de ecuaciones;

4. Reducir una EDO de n-ésimo orden a un sistema de n EDO de primer
orden.

5. Distinguir entre esquemas de solucion implicitos y explicitos para las EDO;
en particular, reconocer como se disminuye la rigidez del problemay se
complica la mecanica de solucién.

6. Utilizar los paquetes de software y/o bibliotecas para integrar las EDO y

evaluar los valores
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TEMAS A DESARROLLAR EN LA UNIDAD

Conceptos basicos sobre ecuaciones diferenciales.
Métodos numeéricos para resolver ecuaciones diferenciales.
Método de Euler.

Método de Gauss-Euler.

Método Runge-Kutta.

e

MARCO TEORICO DE FORMACION

Las ecuaciones diferenciales

Tales ecuaciones, que se componen de una funciébn desconocida y de sus
derivadas, algunas veces se le llama una ecuacion de razon, ya que expresa la
razon de cambio de una variable como una funcién de variables y parametros.
Estas ecuaciones desempefian un papel importante en ingenieria debido a que
muchos fendmenos fisicos se formulan matematicamente mejor en términos de su
razon de cambio.

dv c

_— —_ 7P

dt g m
En la ecuacion anterior la cantidad que se esta derivando, v, se conoce como
variable dependiente. La cantidad con respecto a la cual v se esta derivando, t, se
conoce como variable independiente. Cuando la funcion tiene una variable
independiente, la ecuacion se llama ecuacion diferencial ordinaria (o EDO). Esto
contrasta con una ecuacion diferencial parcial (o0 EDP) que involucra dos o mas
variables independientes.

Las ecuaciones diferenciales se clasifican también en cuanto a su orden. Por
ejemplo, la ecuacion mencionada se denomina como EDO de primer orden, ya
gue la derivada mayor es una primera derivada. Una EDO de segundo orden tiene
una segunda derivada, como la mayor. Por ejemplo, la ecuacion que describe la
posicion x de un sistema masa-resorte con amortiguamiento es la EDO de
segundo orden:
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donde c es un coeficiente de amortiguamiento y k es una constante del resorte. De
manera similar, una ecuacion de n-ésimo orden tiene una n-ésima derivada, como
la mayor. Las ecuaciones de orden superior pueden reducirse a un sistema de
ecuaciones de primer orden. Para la ecuacion anterior esto se logra al definir una
nueva variable y, donde

_dx
_ _ T
gue al derivar con respecto a t obtiene
dy d*x
dt  dt?

Ecuaciones que se sustituyen en la ecuacion diferencial de segundo orden que
mencionamos anteriormente para obtener

Y eyt kx=0
m——+cy +hx=

También se puede escribir

dy  cy+kx
at m

Métodos de Runge-Kutta

Todos los métodos de un paso que se expresen de esta forma general, tan solo
van a diferir en la manera en la que se estima la pendiente. Como en el problema
del paracaidista en caida, el procedimiento mas simple consiste en usar la
ecuacion diferencial, para estimar la pendiente, en la forma de la primera derivada
en x;. En otras palabras, se toma la pendiente al inicio del intervalo como una
aproximacion de la pendiente promedio sobre todo el intervalo. Tal procedimiento,
llamado método de Euler, se analiza en la primera parte. Después se revisan otros
métodos de un paso que emplean otras formas de estimar la pendiente que dan
como resultado predicciones mas exactas. Todas estas técnicas en general se
conocen como métodos de Runge-Kutta.
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Método de Euler

La primera derivada ofrece una estimacion directa de la pendiente en x ;

¥y

Predicho
} error

Verdadero

+1

Fuente: Métodos numéricos para ingenieros, Steven C. Chapra Raymond P. Canale. Quinta edicién

De acuerdo a la figura:

Yis1=Yi + &h
Pendiente = ¢
| | N
X; Xis1 x
\_v_l

Tamano de paso = h

Fuente: Métodos numéricos para ingenieros, Steven C. Chapra Raymond P. Canale. Quinta edici6n

® = f(x;,y;) donde f(x;v;) es la ecuacion diferencial evaluada en x; y y;. La
estimacion se sustituye en la ecuacion en la ecuacion:
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Vis1 = Yi + Ph Ec6.1

Quedando
Vi1 =Y + f(x;, y))h Ec 6.2

Esta féormula se conoce como método de Euler (o de Euler-Cauchy o de punto
pendiente). Se predice un nuevo valor de y usando la pendiente (igual a la primera
derivada en el valor original de x) para extrapolar linealmente sobre el tamafio de
paso h

Ejemplo
Con el método de Euler integre numéricamente la siguiente ecuacion:

d
& 23 +12x2 — 20x + 85
dx

Desde x = 0 hasta x = 4 con un tamafio de paso 0.5 La condicién inicial en x=0 es
y=1

Utilizamos la ecuacion (6.2) para implementar el método de Euler:
y(0.5) = y(0) + £(0,1)0.5
Donde y(0.5) = 1y la pendiente estimada en x = 0 es:
£(0,1) = —2(0)3 + 12(0)? — 20(0) + 8.5 = 8.5

Por lo tanto,
y(0.5) = 1.0 + 8.5(0.5) = 5.25

La solucién verdadera en x = 0.5 es

y =-0.5(0.5)* + 4(0.5)3 - 10(0.5)% + 8.5(0.5) + 1 = 3.21875
Asi, el error es:
Et = valor verdadero — valor aproximado = 3.21875 — 5.25 = -2.03125 o,
expresada como error relativo porcentual, et = -63.1%.
En el segundo paso,
y(1) = y(0.5) + £(0.5,5.25)0.5
= 5.25 + [-2(0.5)® + 12(0.5)? - 20(0.5) + 8.5]0.5 = 5.875
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ACTIVIDADES:

Tema: Solucibn Numérica de ecuaciones diferenciales
Fecha: Mayo 18 de 2013

Actividad Descripcion Recursos Responsables
Aclaracion y Aclaracion y

ampliacion del
material de la guia

El tutor expone y
aclara dudas

Estudiantes y tutor
Guia

ampliacién del
material de la guia

Lectura de Lectura por parte Textos citados

documentos de estudiantes en la Estudiantes
puestos en el aula bibliografia

virtual

Actividad virtual Desarrollar Taller Estudiantes

CRITERIOS DE EVALUACION

13.Las situaciones y problemas que se plantean en el area tienen relacion directa
con el contexto real y cotidiano del estudiante.

14.La solucion de problemas se realiza en actividades de trabajo entre pares
estudiantes, en donde se identifican las fortalezas y debilidades de cada uno
de ellos.

15.Las actividades del area se evaltan teniendo en cuenta, la autoevaluacion, la
coevaluacion y la heteroevaluacion.

16.Las actividades se evalUan teniendo en cuenta las competencias de los
estudiantes.

17.Se valora el cumplimiento de las normas establecidas para el desarrollo de la
clase.

18.Uso de las TICS como instrumento de ensefianza.

TECNICAS DE EVALUACION
12.Evaluacion escrita y virtual
13.Evaluacion de actividades en clase
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