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Funcion cuadratica

En matematicas, una funcién cuadratica es una
variable de una funcién polinémica definida por: Funcién cuadratica

f(z) =az® +bz+c

Yy=xZ+x+1

con a # 0.! También se da el caso que se le llame
Trinomio cuadrado perfecto.? También se
denomina funcion cuadratica a funciones
definidas por polinomios cuadraticos de mas de una
variable, por ejemplo:

y=-xZ+4x+5

y=x3/4-2x+13

Gréafica de Funcion cuadratica
Definicion f(z) = az® + bz + ¢
Tipo Curva parabdlica
Dominio R

Imagen [4ac—b2 +o0)o 4ac—b2]
4g T4

Calculo infinitesimal
Derivada f'(z) = 2azx + b

f(z,y) = Az? + Bxy+ Cy>* + Dz + Ey+ F

En este caso el conjunto de puntos que resultan al igualar el polinomio a cero representan lugares
geométricos que siempre es posible reducir a una de las formas:

B =) -2 ()=t

Que corresponden a tres tipos de secciones conicas (elipse, hipérbola y parabola).
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Funciones cuadraticas de una variable

Las graficas de estas funciones corresponden a parabolas verticales (eje de simetria paralelo al eje de
las ordenadas), con la particularidad de que cuando a>o, el vértice de la parabola se encuentra en la
parte inferior de la misma, siendo un minimo (es decir, la parabola se abre "hacia arriba"), y cuando
a<o el vértice se encuentra en la parte superior, siendo un maximo (es decir, la parabola se abre
"hacia abajo").

El estudio de las funciones cuadraticas tiene numerosas aplicaciones en campos muy diversos, por
ejemplo la caida libre o el tiro parabdlico.

La derivada de una funcién cuadratica es una funcion lineal y su integral indefinida es una familia de
funciones cuabicas.

Raices
Véase también: Ecuacion de segundo grado

Las raices (o ceros) de una funcién cuadratica, como en toda funcion, son los valores de x, para los
cuales az? + bz + ¢ = 0. Son denotadas habitualmente como: ; y Z2, dependiendo del valor del
discriminante A definido como A = b* — 4ac .

= Dos soluciones reales y diferentes si el discriminante es positivo, A > 0:
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—b+ VA

1= 2a
_b—vA
T9 = ——
2a

= Corta la parabola al eje X en dos puntos diferentes.

= Una solucion real(o solucion doble) si el discriminante es cero, A = 0:

b

T] =Ty = ——

1 2 %

= |La parabola es tangente al eje X.
= La parabola no corta al eje X.

= El Unico caso restante es que el discriminante sea negativo, A < 0.

En tal caso, las raices no son reales, sino que son dos niimeros complejos conjugados:

-b  V/-A

1= 2a T 2a
b VA
ro — — 1
2a 2a

Representacion analitica

Hay tres formas de escribir una funciéon cuadratica, aplicables segtin el uso que se le quiera dar a la
funcién, un estudio analitico de la funciéon o de la ecuacién cuadratica, una interpretacién o
construccion geométrica de la parabola, etc.

Forma desarrollada o polinémica

La forma desarrollada de una funcion cuadratica (o forma estdndar) corresponde a la del polinomio
de segundo grado, escrito como:

f(x) =az® + bz +c

con a # 0.

Forma factorizada

Toda funcion cuadratica se puede escribir en forma factorizada en funcion de sus raices como:
f(z) = a(z — 21)(z — z2)

siendo a el coeficiente principal de la funcién, y z; y x2 las raices de f(x). En el caso de que el
discriminante A sea igual a 0 entonces 1 = %3 por lo que la factorizacion adquiere la forma:
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f(z) = a(z — 21)?
En este caso a x; se la denomina raiz doble, ya que su orden de multiplicidad es 2. Si el

discriminante es negativo, las soluciones son complejas, no cabe la factorizaciéon.3

Forma canodnica

Toda funcién cuadratica puede ser expresada mediante el cuadrado de un binomio de la siguiente
manera:

f(z) =a(z —h)* +k
siendo a el coeficiente principal y el par ordenado (h, k) las coordenadas del vértice de la parabola.

Traslacion

A partir de la funciéon primitiva, podemos obtener diferentes desplazamientos (traslacion) de las
funciones, éstos se pueden dar en dos sentidos: Horizontal (sobre el eje de las x) o Vertical (sobre el
eje de las y).

La funcién y=x2 es la funciéon primitiva de la funcién cuadrética, a partir de ésta podemos entonces
obtener las funciones cuyas graficas estan desplazadas sobre los ejes x e y.

Para los desplazamientos horizontales trabajamos con funciones de la forma y = (z — a)*, que
siguen la regla de:

- A mayor a le corresponde un desplazamiento horizontal hacia la derecha.
- A menor a le corresponde un desplazamiento horizontal hacia la izquierda.

Para los desplazamientos verticales trabajamos con funciones de la forma y = z? + b, que siguen la
regla de:

- A mayor b le corresponde un desplazamiento vertical hacia arriba.

- A menor b le corresponde un desplazamiento vertical hacia abajo.#

Representacion grafica
Interseccion con el eje y

La funcién corta el eje y en el punto y = f(0), es decir, la parabola corta el eje y cuando x vale cero (0):

y=f0)=a-0"+b-0+c
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lo que resulta: '| J |'
| T |
II II
y= f(O) =cC I|I I|I

III Illy=}{1-2}{-8

la funcién corta el eje y en el punto (0, c), siendo c el \ "

término independiente de la funcion.

|
II |
A este punto de la funciéon también se lo conoce con

\ /
. , . \ /
Ordenada al Origen, ya que se da en los términos. \\ /‘
1 ]
Interseccion con el eje x \//
La funcion corta al eje x cuando y vale 0, dada la funcién

y=ax®+br+c

es decir:
y=0 +— az?+br+c=0

las distintas soluciones de esta ecuacién de segundo grado, son los casos de corte con el eje x, que se
obtienen, como es sabido, por la expresion:

—b+ /b? — 4ac
T = )
2a

Si la funcién no corta al eje x, la formula anterior no tiene solucion real. Puede ocurrir que no tenga
intersecciones con el eje x, por ejemplo y = z2 + 2.

Extremo

En principio, en mateméticas se nombra como extremo tanto al madximo como al minimo, por
ejemplo en el conjunto S = {1,5,9, 13, 17} el minimo es 1y el maximo 17, y los extremos son 1y 17. Para

calcular el extremo de una funcién cuadratica, se puede usar un teorema, abordable en algebra

elemental, apoyandose en el comportamiento de una suma de un cuadrado de una variable con un
numero real cualquiera.?

Teorema fundamental del trinomio cuadratico
El trinomio cuadratico real

y=ax’ +bc+c,

tiene un valor extremo que lo consigue cuando
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T 2

este valor resulta minimo si a > 0, maximo si a < 0. Si existe 4y, NO existe yqy , ¥ reciprocamente.®
Se abreviara como TFTC.

Problema 1

Descomponer el namero positivo s, en dos sumandos, de tal modo que el producto de ellos sea
méaximo. Sea uno de los sumando x, el otro sumando sera s-x y su producto p = x(s-x)

p =-x2+ sx.

Luego aplicando el TFTC resulta x = s/2; en tal caso s-x = s/2. En consecuencia el producto alcanza el
valor maximo si ambos sumandos son iguales. Si la suma es 30 el producto se alcanza cuando los
sumados son 15y 15, cuyo producto es 225.7

Problema 2

Se tiene una alambrada de 100 metros para cercar un terreno rectangular, hallar la maxima area de
terreno a cercar. Si los lados miden x, y se tiene que 2x + 2y = 100 de donde y = 50-x y el area es

A = x(50-x) = -x>+50x y aplicando el TFTC y el resultado anterior, puesto que la suma x + (50-x) = 50
el producto A es maximo cuando x = 50-x, o bien x= 25.

Luego la méxima area es 25 X 25 = 625

Alternativa del calculo diferencial

Toda funcién cuadratica posee un maximo o un minimo, que es el vértice de la parabola. Si la
parabola tiene concavidad hacia arriba, el vértice corresponde a un minimo de la funcién; mientras
que si la parabola tiene concavidad hacia abajo, el vértice sera un maximo.

Dada la funcién en su forma desarrollada: f(z) = az® + bz + ¢, la coordenada x del vértice sera

simplemente: x = 2" La coordenada y del vértice corresponde a la funcién f evaluada en ese punto.
a

Dada la forma canénica: f(z) = a(z — h)? + k, las coordenadas explicitas del vértice son: (h,k)

la derivada de la funcidn, y se iguala a cero, la solucion a esta ecuacién son los posibles maximos y
minimos de la funcioén, en este caso, partiendo de la funcién cuadratica:

y=axl+br+c

calculamos su derivada respecto a x:

d
%(aa:2 +bx+c)=2ax+b
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que si la igualamos a cero, tenemos:
2ax+b=0
donde x valdra:

d d
d_?: (aa:2—|—bcc—|—c)=d—z (2az + b) = 2a
x

Para saber si es un maximo o un minimo es necesario ver la derivada segunda de la funcién, veamos:
2

esto es: 2a sera positivo cuando a sea positivo y negativo si a es negativo, por tanto, si la derivada
segunda 2a es positiva la parabola es concava y el punto sera un minimo de la funcién, si a es negativa
la parabola sera convexa y sea un maximo.

Ejemplo 1

Dada la funcidn:

y=3z2 —x—23

| N [
| f
|
|I ||I
Observacion : Es indiferente notar "y" o notar "f(x)". II'. [ vl ixl2
Ambas expresiones hacen referencia a la imagen de x \ /
obtenida a través de la funcién trabajada. I". /
\ [
Calculamos su derivada primera: 'I\ J."
\ /
dy \ /
— (322 —z —23) = 6z — 1 \
diB ( ) I'I.II\_/#/ E:i_
Esta derivada valdré cero:
d
dy _,
dx
cuando:
6z —1=0
esto es:
6x =1
1
T=—
6

1
Esta funcion presenta un extremo relativo para £ = —

, veamos si es un maximo o un minimo,
calculando la derivada segunda:
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d2
Y Be?—c—23)=6

dzx?
Que es 6, dado que 6 es un valor positivo, la funcion es concava, y el extremo relativo que presente

1
para: £ = —, es un minimo.

Obs. Observando el signo de la constante "a" podemos saber de antemano si estamos ante un minimo

o un maximo. Entonces para a<o tendremos un maximo y para a>0 un minimo.

Ejemplo 2
Dada la funcidn: r
y=—a’+4z+5 7N\
/ \ Y=+ 4K+ 5
Para calcular sus extremos relativos calcularemos su / '.\
f \

derivada primera:
)

) 1

1

d

— (—2® +4x+5) =2 +4

dz ]
\

Esta derivada valdra cero cuando:
—2z+4=0 f 5
|' |

esto es:
20 =4

que resulta:

2es

=2
Para « = 2, la funcién presenta un extremo relativo, como sabemos que el coeficiente de z*,
negativo es un maximo. Si realizamos el estudio de signo de la derivada primera, nos da que en £ = 2
pasa de ser positivo a negativo, o sea la funcién cambia de ser creciente a decreciente, por lo que

confirmamos que es un maximo. De otra forma; se puede calcular la derivada segunda en este punto,

comprobando si la funcion es concava o convexa.

Otros procedimientos
= Si es posible factorizar en la forma y = a(x — x1)(z — z2) , se halla el maximo del producto de

los dos factores bindbmicos, teniendo en cuenta que
se obtiene

tal caso ocurre si los factores son iguales, luego haciendo =z —x1 = — 2o
z = (z1 + 22)/2 obien z = —b/2a .8 Elsigno de a determina si es minimo o si es maximo.

8/1
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= La forma candnica se puede escribir como 1/af(x) = (z — h)?> + k/a, donde el segundo
término conlleva un cuadrado, que es = 0; pero en el segundo miembro si k/a es positivo, hay
minimo con x = h; si k/a es negativo, se obtiene un maximo si x = h.2 Todo ello para la funcion
a(x)= 1/af(x).

Presencia

En cinematica

en la ecuacion del espacio en caso del movimiento uniforme acelerado: f (:B) = at® + vot + €p , donde
a aceleracion, vy , velocidad inicial, ey espacio inicial y t, variable del tiempo.1°
En geometria

= En el area total de un cilindro, como funcion del radio de la base; de | modo en el area total del
cono, en funcion del radio.

= En el area total de un prisma cuadrado, funcion del lado de la base, altura constante, lo mismo
para la piramide cuadrada.

Presencia historica

Arquimedes calculé el area de un sector parabodlico, limitado por un rectangulo, en términos
modernos segin la funciéon z = f(y) = y* .12

Determinar la ecuacion conocidos tres puntos
Partiendo de la forma de la ecuacion:

|I Wi |
y=az’+bzx+c

|
! |

|

y conocidos tres puntos del plano x y por los que pasa una
funcién polinémica de segundo grado:

(1,91), (22,92), (3,93)

1 II
se cumplira que:

\|
Y1 =aw%—|—bw1 +c

2 \/
Y2 = azy + bz +c /

y3=aa:§—|—ba:3—|—c

con lo que tenemos un sistema de tres ecuaciones con tres

incognitas, donde las incognitas son: a, b y c, este sistema tendra solucion si el determinante de los
coeficientes de las incognitas es distinto de cero.
Representando el sistema ordenado de forma convencional:
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acc%—l—bscl +c=uy
azj +bzz +c =1y,

am§+bm3+c=y3

Con lo que podemos calcular los valores de los coeficientes:
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yi oz 1 oy 1 2 T oy

ya x2 1 | i oz Y

g Y3 %3 1 ; x2 y3 1 x2 T3 Y3
—_— ey C =

:1:% ;1 1 ’ m% r; 1 ’ CI}% ;1 1

i oz 1 2 oz, 1 2 oz 1

:Bg z3 1 m% r3 1 :I:% r3 1

Véase también

= Ecuacion cuadratica

= Parabola

= Movimiento parabdlico

= Completar el cuadrado

= Polinomio

= Funciones matematicas

= Geometria analitica
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