RAZONAMIENTO 10° PERIODO 2

Conversiones entre grados y radianes

Teniendo en cuenta que el didgmetro cave
aproximadamente (3.14veces)en toda la circunferencia
(perimetro/didgmetra = 3,14), como esta relacion
siempre =& cumplia se le dio el nombre de T . A
continuaciaon se muestra graficamente esta importante
relacion geométrica.

1 diametro idiametro

,ﬂ"
0.14 diametros

1 diametro

De lo anterior se puede deducir lo siguiente
En una vuelta (360°) cave T wveces el didmetro
30 = & D

Como el didmetro son dos veces el radio (D = 2r) se
puede cambiar la expresion anterior por la siguiente

360° = 27 radio

Ademas comocadaarco que mide un radio me genera
un angulo de 1 radian, (por definicion de radian) esto
implicaria sialrededorde unavueltacaben 2.7 veces el
radiqu también caben 2T radianes.

360° —» 27 rad

Por facilidad para la parte operativa se acostumbra
trabajar con la mitad de esta relacion

180° = 7 rad

Para convertir de grados 3 radianes o de radianes a
grados siempre se va a utilizar esta relacion.

180°= T rad
Lo cual significa que en mediavueltasiempre caben T

(3.14) radianes, En donde un radian es un dangulo central
de 57,3° aproximadamente. .

Ejemplo 1
Una ruedade chicago tiene 10soportes de cabinas, de

4 metros de longitud (r = 4m), colocados todos a la
mizma distancia alrededor de la rueda.

iCudl es el @ngulo que =e genera entre dos soportes
continuos, expresado en radianes?

Solucion
Como una vuelta completa tiene 360° y esta e divide
en 10 partesiguales, cada parte corresponde a (360,10)

36°

Para expresar esta medida angular en radianes,
utilizando la regla de tres, se procede de |a siguiente
manera

1B0° > T rad
3T > X

36% x qrad
I=—
180°

Simplificando =e obtiene
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Esto eselangulo que separa dos soportes contiguos es

de lﬂﬂ{f

-

2

Para hallar la longitud circularque lossepara, como por
cada radian, el arco mide un radio, |a longitud pedida L.
zerd igual &

=251

_1x3.14x4 12.56

2 2

L=—m-r

L] =

Ladistancia o longitud de arco L, entre dos soportes es
de 2,51 metros.

Mota: tenga encuenta que la distancia entre dos puntos
(linea recta]l es diferente a la distancia medida
glrededor de una circunferencia. (medida del arco)

Actividad propuesta para los estudiantes

El plano caresiano dividido en cuatro partes o
cuadrantes tiene las siguientes divisiones (90°,
180°, 270° y 360°)

Convertir estas medidas en radianes y graficar el
plano cartesiano con los ejes expresados en
radianes.

Area y longitud deun sector circular

Hallar la longitud de arco es practicamente hallar |a
medida del dngulo en radianes va que como cada
radian mide un radio, una vez se conozca el dngulo del
cector circular, basta con cambiar la unidad de medida
radian por lo que mide un radio.

Paradeterminar eldreade unsector circular, se halla el
areadel circulo completo v luego se determina |a parte
de circulo pedida, va sea determinando la fraccion del
circulo correspondiente al sector circular o utilizandao
regla de tres mediante |la relacidan entre angulo del
sector circular v d@rea del sector circular, entre otras
formas.

Ejemplo

En uno pista circulor de 50 mebos de rodio,
mientras un competidor dobo wna vuelto o lo
pista g otro le faltaba 1/10de vuelta (1/10 de
3607= 367

/7 *‘(f\

>

-‘“""--._._.--"
g. Determinar lo distoncia (longitud de arca)
gue le cogid de ventojo.
b. Determinar el grea del sector circulor
formado en ese momento.

Solucion parte a
Lo primero que se requiere para hacer conversiones
entre dos unidades de medida es conocer la relacion
entre estas dos unidades.
Para este caso la relacion es

180° = 7 rad
De esta relacion a su vez se puede deducir otras dos

relaciones basicas, el valor de un grado en términos de
radianes yelvalorde unradian entérminos de grados.

180F =1 -rad 180F =7 -rad
T-rad 0 180°

el =rad
180° P
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Una forma entonces de convertir 36° a radianes, es
cambiar el valor del grado por su valor en radianes.

(7-rad| 367 -rad 1

180 ) 180 3

e

36° =36 7-rad

Para determinar la medida del arco, como un
radian, subtiende un arco de un radio, se puede
cambiar la unidad de medida radian porla medida
del radio, ya que una implica |la otra.

36°=_x -rad =—{;-?(5[]m_:| =107 m.=314m
5

LA o=

Esto es, le gano por 31,4 metros

Solucion parte b

Para hallar el area de una parte del circulo es
necesario saber el area total.

Paradeterminar el drea de un sector circular se puede
hallar mediante fracciones teniendo en cuenta que
fraccion es 36° de una vuelta entera 360° o mediante
regla de tres conociendo que 360° tiene un area de
25000 m.

Solucion con fracciones Solucion con reglade tres

35:: % 25007 m? una vuelia
3150 360F —> 25007 m*
mx 23007 m° 6F - x
C ":|" ey
15001 7 x=36 = 25007 m
360°
10 —1x250 .
2507 m* r=inolr m
X =2507 m*
785 o x=785m"

e lo que se deduce que el area correspondientea un
sector circular de 36°de aberturaen un circulo de 50,
metros es 785 me.

Geometria analitica del circulo

Lacircunferencia, linea curva que rodea al circulo, es
estda compuesta por todos los puntos del plano que
equidistan de un punto llamado centro.

Cuando se grafica un circulo enun plano cartesiano con
centroen (h, k] cada segmento que une el centro con
un punto (x, v} de la circunferencia, s puede
dezcomponer en un tridngulo rectangulo, donde el
cateto horizontal mide (x-h) y el vertical (y-k), tal como
ze muestra a continuacion.

Al utilizar el teorema de Pitdgoras se obtendria que

(Hipotenusa)® = (cateto horizontal)® + (cat. vertical)®
=R (kP

Esta expresion que se conoce COMo eCUacion cananica

del circulo.

Ejemplo 1.

Unao pista de atletismo tiene forma circulor, de
18 metros de rodio, s5i se ubico el centro de la
pista, en el punto (0,0).

o. Representar log situocion en el plono
cartesiono y determinar o ecugcion condnico
gue representa el circulo de dicha situacion.

b. Determinarel area intema y el penmetro de
lg pista.

c. Unog persona ho comido un angulo de 1207
Que distancio ha recamido.
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Solucion parte a

Representacion grafica de un circulo con centroen (0,0)
v 18 metros de radio

Reemplazando en la ecuacion candnica del circulo los
valores del centro(h, kjconh=0vy k=0vy un radio de
18 metros, se obtiene lo siguiente.

(x=h) +(y=k) =~
(x=0) +(y-0)* =18

xt+yt =324

Solucion parte b
El areade uncirculo se puede hallar mediante |3
EXpresion.

FES
A=314x324
A=1017 36m"

EL perimetro del circulose halla mediante la expresion.

A=2-7-7
A=2x314x18
A=11304m

Solucion parte c

5 por 360° recorre una distancia de 113.04 metros,
cuanto recorrera por un angulo de 120°.

Fe0* 113.04 metros
120° X

113.04 =120°
X=__-"" """

=17 68meiros
360°

Ejemplo 2

Lo ecuocion canonica de un circulo se representa
mediagnte la expresion

(x —ﬁ:l1 +(y —3]1 =25
Determinar el centro y el rodio del circulo v
representar su grafica.

solucidn.
La ecuacion candnica de un circulo es

(x —h) +(y-ky =r

Comparando esta ecuacion candnica con |la ecuacion
dada

(x—H) +(y-Kk) =
(X —6F +(v+3)* =25

Se puede deducir lo siguiente
h . S

(x=6) +(y+3) =25
Como h es el ndmero que acompana a x despues del
signo negativo, se deduce que (h=6). En el caso de k,
para haber cambiado el signo menos que tiene la
formula al signo mas, el k tiene que ser también
negativo, ya que es la anica manera de convertir el
zigno negativo a positivo, esto es (k=-3). Por lo que el
centro de la elipse (h, k) es (6,-3)

Para determinar el radio, como en la formula el radio
esta elevado al cuadrado, un nimero gue elevado al
cuadrado es 5, esr=5

Grafica

Como el centro es |6, -3) v el radio & la grafica
resultante seria la siguiente.
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Razones trigonométricas

Una razon es una relacion entre dos magnitudes. Las
razones trigonomeétricas son las posibles relaciones que
ze pueden establecer entre los lados de un trigngulo
rectangulo respecto a un angulo determinado. A cada
una de estas relaciones o razones le fue asignado un
nombre (seno, coseno, tangente, secante, cosecante y

cotangente).

Llamando al lado opuesto del angulo recto como
hipotenusa v a los [ados que forman este dangulo recto
como catetos, se pueden formar & relaciones en

relacion a cada angulo agudo.

A

Cateto adyacente
m 3alangulo A

Cateto opuesto c
al angulo A

Rezpecto al dngulo A se pueden establecer las
ciguientes 6 relaciones.

cateto opuestoa A

1 Senod = :
: Hipotenusa
Cateto adyacentea A
3 Cosenod = _ &
. Hipotenusa
Cateto opuestoa A
5 Jangented =

Cateto adyacentea A

Hipot
4. Cosecanted = potenusa

cateto opuestoa A

Hipotenusa
5. Secanted = P

Cateto adyacente a A

Cateto adyacente a A

6. Cotangente A =
Cateto opuesto A

Mota: Usualmente se utilizan las tres primeras
relaciones o razones ya que las ofras tres son las
mismas, pero intercambiando  los términos del
numerador v el denominador. & estas tres razones se

les denomina reciprocas.

Tomando como referencia el angulo B se obtendrian
tamhbign & relaciones posibles.

h -]

Cateto opuesto
m alanguloC

Cateto adya n:.nntac
al angulo C

cateto opuestoa C
Senol = P

Hipotenusa

Cateto adyacente aC

Cosenol =

=

Hipotenusa

Cateto opuestoa C

TangenteC =
3. Cateto advacente a C

Hipotenusa
4. Cosecante " = P

cateto opuestoa C

Hipot
5. SecanteC = potenusa

Cateto adyacentea C

Cateto adyacente a C

6. CotangenteC =
Cateto opuesto C

5i observamos de manera simultdnea |as posibilidades
con los angulos A y C, podriamos deducir lo siguiente.
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& -] A

Ga 2o

b

22 83

-

<2 gg

o® B

2% =@

d “pg
Cateto ndg,racenl:ec
al angulo C
Cateto opuesto
al angulo A

Senod = CosenoC

Secanted = CosecanteC

Tangented = CotangenteC

Estas razones se conoCen como razones trigonomeéetricas
completarias (por ser angulos complementarios) y
ciempre zeran iguales.

Razones trigonométricas para angulos notables

Despues de identificar los diferentes tipos de razones
trigonomeétricas que existen, la importancia de estas
radica en que en todos los tridngulos semejantes, por
gjemplo, los trigngulos rectdngulos que tengan un
angulode 30°, larelacion de doslados determinados,

conservando el mismo orden, siempre dan lo mismo.

Observemos un tridgngulo rectangulo muy conocido y
hallemos el seno 37° para cada caso

20 25
10 12 {5
NS 8
e 375 3
3 6 ) 15
4 4 4
O 2
5 16 15 25
5 5 5

Alzsimplificar la razon de seno37° (cateto opuesto sobre
hipotenusa respecto al dangulo de 377, en todos los
trigangulos semejantes siempre da el mismo resultado v
zi ge siguieran construyendo trigdngulos semejantes, no
impaorta si son rotados, trasladados, ubicados en el
plano cartesiano, etc. Siempre daria la misma razon.

Oe lo gque =& concluye que seno (37 sin importar el
trigngulo rectangulo que sea, siempre va a dar 0,8.

Para la trisonometria es muy importante conocer las
razones trigonometricas de algunos angulos que son
usados con mucha frecuencia, porque a partir de estos

pueden hallar otros valores.

Razones trigopnométricas para angulos notables de
30° y 60°

Coma las razones trigonométricas van a =er las mismas
paracualquier triangulorectiangulo semejante (en este
caso lostrigngulos rectangulos quetienenun angulo de
30%, seva a escoger el caso massimple que es cuando
la hipotenusa tiene un valor de 1.

1

30

Al completar el angulo faltante, este debe medir 60°, ya
gue la suma de los dngulos interiores de cualquier
trigngulo de =er 180°.

5i ademas se dibuja un triangulo igual al inicial por el
cateto adyacente al angulo de 30° se obtiene el
siguiente grafico.

El trigngulo grande formado es equildtero ya que tiene
todos sus dngulos iguales v por tanto también debe
tener todos sus lados iguales, esto es, deben medir 1, lo
gque implica que el cateto opuesto al angulo inicial de

30° mide la mitad (1/2).
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172

Para hallar el lado faltante se pude utilizar el teorema
de Pitdzoras

(Hipotenusa | = (cat.opuesto)’ + (cat.advacente)”

12 =:'l: +x?
I'«.E.-"
11,
4
1 .
1__= -
3 X
g
4
B
2

Con este resultado se completan las medidas de todos
los lados, por lo que =& pueden hallar todas las razones
trigonomeétricas  para el angulo de 30° y el de 60°,
gungue es suficiente con trabajar las tres primeras

razones (seno, coseno y tangente)

L 5
- 2 N
I_-TH[3D'} =ﬁ Tﬂ?‘il‘:ﬁﬂc:l=%
2 2
. 2 3 p
Tan(307) = N =T fﬂ?’i(ﬁﬂcj=£=«ﬂ
5{??1(3[]“]=% Significa que para cualquier triangulo

rectangulo de 30° la relacion o razan entre el cateto
opuesto y |la hipotenusa va a ser 1,/2.

Las demads interpretaciones son similares.

Razones trigonométricas para el angulo de 45°

e manera similar al punto anterior, con tal de
encontrar almenos la relacion de uno de los infinitos
trigngulos rectdngulos  posibles, todos los demas

cumpliran las mismas relaciones.

Para no trabajar otra vez como en el ejemplo anterior,
tomando la medida de la hipotenusa igual a 1, en este
caso tomaremos un trigangulo rectdangulo con un @ngulo
de 45° pero cuya hipotenusa mida 2, aungque
reaglmente puedeser cualguier numero ya que al final
las relaciones o razones trigonometricas al simplificarse

dan lo mismao.

] A

El dngulo faltante estambién de 45° pues la suma de
los angulos internos de cualguier trigngulo debe ser
180° por lo que =e genera un tridngulo isdzceles y en
consecuencia los dos catetos deben medir lo mismo (x).

21



Para hallar el lado faltante se utilizara nuevamente el
teorema de Pitdgoras

(Hipotenusa | = (cat.opuesto)” + (cat. adyacente)’

27—yt iyt

4=2x

4

—=X

2

J3 =
2=x

Con este proceso se completan todas las medidas de los

ladas faltantes.

Por lo que =e pueden obtener las razones
trigconomeétricas para este tridngulo v cualquier otro

triangulo rectdangulo semejante (gque tenga un angulo
de 45

2

Sen(43%) = %
2

Cos(45%) = =

Tan(307) = 2= =1

B

Interpretacion del resultado Cos (45°)= 1,2

Para cualquier trigngulo rectdngulo con un @ngulo de
45" la razon o relacion entre el cateto adyacente vy la

hipotenusa a dicho dangulo siempre va a ser (1/2)

Las demas razones trigonometricas se interpretan de

farma similar.

El resumen de las razones trigonometricas para los
dngulos de 30° 45°% v 60° =& presenta en |a siguiente
tabla

Seno Coseno | Tangente
30 l xl'f?_! u@
z 2 3
45° ﬁ ﬁ 1
2 2
o | S| L | B
B 2

Aplicaciones de las razones trigonometricas

En eltecrema de Pitdgoras la ecuacion formada consta
de tres lados, por tanto para resolver dicha ecuacian se

deben conocer dos de los tres lados.

En el caszo de las razonestrigonométricas se forma una
ecuacion con dos lados v un dangulo, por tanto se deben
conocer yasea un lado v un dangulo para hallar el lado
faltante o dos lados para hallar el angulo faltante, pues
como en toda ecuacion, para resolver ésta, solo debe

haber una incognita.

Efemplo: 1

Medidos de distancios de forma indirecta

Una montofig tiene uwna indinocidn de
gproximodamente 30° y lo distancio gue Hene
guE recormer unag persong porg subindo es de
1200 metros. 5ialinicio de la montafio se estd a
una altura 1400 metros sobre el nivel del mar.
¢ Cual sera lo altura con respecto al nivel del mar
en el ‘punto mds alto de la montafia?
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Solucion

Del trigngulo rectangulo que se forma al trazar la
trayectoria de subida, |a altura y el piso, =e conoce el
angulo de elevacion de la montana (60°), la hipotenusa

(600 metros) y se desconoce la altura de la montana (h).

Una razon trigonométrica (seno, coseno o tangente]
que me relacione la hipotenusa (lado conocido) con la
altura(lado pedida), es el =eno, por lo cual esta sera la
razon trigonométrica que debemos escoger, yva que solo

guedaria la altura h de incognita.

cateto opuestoa 60°

Sen(fd ) =
©0%) Hipotenusa

A
Sen(60%) =

Despejando h se obtiene

60052n(60%) =

5

==

e

ﬁﬂﬂx£=h

3003 =k

Como sen (60°)

El punto mas alto de la montafia estaria a

(1400 + 3003 pmetros

al remplazar en la ecaucion queda

Ejemplo 2
Aplicaciones en areas

En lo entrada de una hacienda hay un porton
cuyo frente tiene lo siguiente forma.

“-{__Iﬁ

2m

5i los dos pilares que sostienen el letrero de
bienvenida son iguales y el tnongulo superords
los pilares 5 isdsceles cuyos dngulos de lo base
miden 50 *° dcudl es el grea frontal de los
pilares, incluyendo lo parte tiangular?

Solucion.

Paracalculareldreadeltridgngulo ydel rectangulo se
debe conocerla base ylaaltura de cada uno.

Para hallar |a base del tridangulo que es la misma base
del rectdngulo, se traza la altura =obre el tridgngulo
formado en la parte superior del portan, la cual cae en
la mitad de la base por ser triangulo isosceles, tal como
=& muestra en |a figura.

Como no s puede utilizar el teorema de Pitdgoras ya
que aungue s un trigngulo rectangulo se tendria que
conocer dos lados v s6lo =& conoce uno, se utilizan las
razones trigonomeétricas paralas cuales sdlo ze necesita
conocer un ladoy un dangulo.
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Tomando como referencia el trigngulo de la izquierda
que se forma al trazar la altura, el lado conocido es la
hipotenusa (50 cm)

A partir de este dato conocido se puede hallar
cualquiera de los otros dos lados.

Para hallar por ejemplo la base % (cateto adyacente) la
razon que me serviria porguerelaciona el lado pedido

(cateto adyacente) v el lado conocido (hipotenusa) es

__ catetoadyacentea 48°

Cos(48%) = ,
Hipotenusa
Cos(48%) ==
50
50Cos (48%)=x

335=x

¥ como |la base del tridngulo ez 2x, la medida de esta
seria 67cm aproximadamente

Oe igual forma gue el anterior, al conocer la
hipotenusa vy querer hallar el cateto opuesto, la razon
trigonomeétrica querelaciona estos dos datos es el seno,
por tanto.

cateto opuestoa 43°

Sen(487) =
(8% Hipotenusa

| =

Sen(48%) =

Ii Ly
o ]

5052m(48°)
371=h

h

Teniendo las medidas de las bases y las alturas del
trigngulo v del rectdngulo, solo gueda proceder a
determinar sus dreas.

200 cm

wa Jg
w219

Conocidas |la base yla altura de cada figura, se procede
a determinar sus dreas.

A

tridnguls 3

Apectinguio = 07cm x 200cm =13400¢m*

Luegoeldreafrontal de cadapilares

1242 85cm® +13400cm®=14642,85cm?

Descomposicionde vectores

Un vector ez una magnitud acompafada de una unidad
de medidayunadireccion (angulo). Son muy utilizados
de=zde |a fisica para interpretar fendomenos v hacer
inferencias a partir de su interpretacion. Sin embargo en
estoz  ejemplos  =dlo =& pretende  mostrar s
descomposicion de un vector en sus componentes
rectangulares utilizando las razones trigonomeétricas.

Al igual que en un plano cartesiano se puede
descomponer cualguier segmento en una componente
horizontal v una wvertical formando un tridgngulo
rectangulo, cualquier wvector también ze puede
descomponer en un trigngulo rectangulo.

Ejemplo 3
Descom posicion de un vector fuerza

Se estg halondo un objeto por el piso con un
loso. Lo fuerzo aplicoda es de 20 Newton y el
angulo de aplicacion de lo fuerzo es de 50°

F=20N
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Representor lo situocion en un diogramo de
cuerpo libre (plono cortesiono) y descompaoner
sus fuerros @ partir de  lgs  rozones
trigonometricas.

Solucidn
Aldescomponer elvectoren un trigngulo rectdngulo se
obtiene lo siguiente.

A
20
y
50°
X
L 4

Para hallar el valor de x, como dan |a hipotenusa y se
quiere hallar el cateto adyacente se utilizara la razon
del coseno, gue es la que relaciona estos dos lados.

Cos(50°) = Caz’gm advacente
Hipotenusa

Cos(50%) = %

20Ces(30%)=x

Para hallar el valor de ¥ (cateto opuesto), conociendo
gl valor de |a hipotenusa, = requiere utilizar la razon
del seno, que s la gue me relaciona estos dos lados.

Sen(50%) = C.:Iz'{:'m opuestoe
Hipotenusa

Sen(50°) = Ju

20Sen(50°) = y

]

De anterior se concluye que paracualguier vector que
se descomponga,

Cateto opuesto = hipotenusa x seno del angulo

Cateto adyacente = hipotenusa x coseno del angulo

Ejemplo 4
Descom posicion del vector velocidad

Una pelota se patea con unavelocidad inicial de
40 metros por segundo. 5i el dngulo con que
zalio |la pelota fue de 30° Determinar la
velocidad de avance inicial (Vi) v la velocidad
inicial de subida (Wy).

Solucion

Haciendo la descomposicion grafica del  wector
velocidad inicial, en las componentes rectangulares, se
obtendria lo siguiente.

V=40mls

Vy
30
Vx -

Piso
Como por teoria de razones trigonomeétricas se sabe
que

Cateto opuesto = hipotenusa x seno del angulo

Cateto adyacente = hipotenusa x cozeno del dangulo

Vy=40xzen (30°)=40x05=20m/x

Vx=40xcos(30%=40x0,87=34,Em/s

e lo gue se deduce gue la velocidad de avance
horizantal es de 20 m/s, mientras que |la velocidad de
avance vertical o de subida es de 34,8 m/s.

Motese, que nose puede decir que la velocidad inicial
es la suma escalar de |la velocidad horizontal (Vx) v la
velocidad wvertical (Vy), porque hablar de vectores y
hablar de escalares son dos cosas diferentes.
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Ejemplo 5
(Fuerzas en un plano inclinado)

Un blogue se desliza por un plano inclinado,
sobre este oactugn o fuerza nommal (N
pempendicular al desplazamiento, lo fuerza de
rozamiento en  sentidae  contrarma  del

desplozamiento (Frl y el peso del objefo gue
siempre es perpendicular al piso.

N

Fr

Haollare! disgrama de cuerpo libre de las fuerzas
gue actuan sobre el blogue.

Solucion.

En fisica =& recomienda hacer el plano cartesiano en
relacion al movimiento del objeto, por lo que |a normal
coincidiria conel eje vertical al igual que la friccion con
el eje horizontal v por tanto |la Unica que guedaria
faltando para descomponerla en direccion de los ejes
zeria el peso del objeto w, tal como =& ha hecho en los
ejemplos anteriores.

Como |la idea es dejar todas las fuerzas ubicadas en los
ejes (X)v (Y], paraubicarlafuerza del pezo en los gjes,
una vez descompuesto dicho vector fuerza se colocan
los catetos del trigngulo rectangulo resultante en la
direccignque indiguen sus flechas, tal como se muestra
a continuacion.

Y

Conociendo que como (Wx) es el cateto opuesto al
gngulo @ vy Cateto opuesto = hipotenusa x seno del
angulo, s obtiene que

Wx =W cos (@)

De forma similar, como Wy es el cateto adyacente al
angulo @, se obtiene que

Cateto adyacente = hipotenusa x coseno del dngulo
Wy = W Sen (@)

El analisis de las sumatorias de fuerzas y aplicaciones de
glgunas leyes fisicas del movimiento no competen a
este curso, por tanto el ejercicio se deja hasta agui.
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