RAZONAMIENTO 11° PERIODO 2

Proporcionalidad directa

e utiliza cuando se conoce la relacion entre dos
variables, a partir de la relacidon conocida, se puede
completar o hallar cualquier otra relacion.

Porejemplo, sise conoce que 3 ldpices cuestan 3400
e puede completar cualquier otra relacion como
cudnto costaran 18 lapices.

Una manera de solucionar este tipo de situaciones,
cuagndo solo se estan relacionando valores de dos
variables que son directamente proporcionales, es
determinar el valor de cada unidad v luego multiplicar
por &l ndmero de unidades. S5in embargo, no se
explicara este método sino el método de relacion de
variables por medio de razones, por sus diversas
aplicaciones tanto en matematicas como en otras
ciencias.

En matematicas para relacionar dos variables se utiliza
generalmente unarazon. Cuando estas relaciones son
muy utilizadas se acostumbradarles un nombre, entre
glgunos ejemplos podemos mencionar.

distancia recorrida

Velocidad media= — :
tiempo transcurrido
: masa
Dencidad media=—
volumen
. Fuerza aplicada
Presion=
Area afectada
Cateto adyacente
Coseno=

hipotenusa

oo Longitud dela circunferaicia
didgmettro

Cuandoen un caso determinado esta relacion siempre
da lo mismo (es constante) se dice que hay una relacion
de proporcionalidad directa entre las dos variables en
cuestion.

Es importante aclarar que no toda relacion entre dos
variables ez constante, por tanto no siempre hay
proporcionalidad directa.

Un ejemplo de ello es la relacion entre la edad v la
estatura de una persona, aungue durante la primera
parte de nuestrasvidas a medida que aumenta la edad,
también aumenta la estatura, no =e hace en la mizma
proporcion, esto es

Edad

— =rCostanre
estatura

¢ Como determinar si dos variables tienen una relacion
de proporcionalidad directa?

Una de las formas, es tomar una relacion conocida y
duplicar el valor de una de ellas para ver qué sucede
con el valor de |la otra variable. 5i la otra también se
duplica entonces hay unarelacion de proporcionalidad
directa entre ellas.

Por ejemplo, sicierta cantidad de productos me cuestan
cierto walor, qué pasard, si compro el doble de
productos. La respuesta seria, también tendria que
pagar €l doble del costo. De lo que se deduce que la
relacion entreel nimero de productos y el costo total,
es una relacion directamente proporcional.

¢Por gqué es importante conocer si dos variables son
proporcionales o no?

Porque =i se conocen gue las variables guardan una
relacion de proporcionalidad directa, a partir de una
relacion dada, se puede completar cualquier otra
relacion.

Ejemplo 1 (Cantidad Vs costo)

51 3 lapiceros cuestan 3400 pesos {Cudnto
costaran 18 lapiceros?



Solucion por proporciones (Igualdad entre razones)

Como el total de productos v el costo san variables
directamente proporcionales, la razon o relacion entre
estas siempre van a ser iguales.

Cantidad de {I?EECMEGS_ 3 18

3400 x

coste  fofal
Para solucionar una igualdad entre dos razones =e

pasan los denominadores al otro lado de |a igualdad a
multiplicar, {multiplicacion en cruz)

Ix =18= 3400

182 3400
r———
3
6 » 3400
X =———sesacofercera
x = 20400

Como es un pracedimiento tan usual, se acostumbra
acortar el procesosabiendo gue el resultadox es igual a
la multiplicacidn de la diagonal gue tiene dos nimeros
dividido el otro namero restante.

3 4D

G0 x

_ 18x3400
3
6 %3400
X =—————sesacolercera
x = 20400

Solucion por regla de tres

La regla de tres ez una consecuencia directa de las
propiedades de las proporciones al cambiar los medios
en una proporcian, quedando que la relacion o razan
entre dosvalores de una misma variable debe ser igual

a la razon entre sus correspondientesvalores de la otra
variable.

Se acostumbra organizar las variables ya no como una
razan (verticalmente), sino una al frente de la otra
(horizontalmente) tal como se muestra a continuacion.

Cantidad lapices Costo
3 3400
18 '

Una vez organizada la informacion disponible, =i las
variables son directamente proporcionales se igualan
las dosrazones resultantesy se resuelve la proporcion,
o en su defecto se utiliza el método alternativo donde la
variable (y =18x3400 / 3).

Litilizando el proceso completo seria

3 _ 3400

18 ki

3v=3400x18
3400=18

"i._-'=—

- 3

v = 20400

Esto es, 18 [dpices cuestan 20400

Solucion mediante una funcion o ecuacion

Otraforma de resolver situaciones de proporcionalidad
directa, es conocer primero la relacion entre las daos
variables en cuestion (y/x) que en muchas ocasiones
seria el valor de |la unidad.

Como esta relacion o razon siempre da lo mismo ese
resultado ze va @ denominar la constante de

proporcionalidad K, esto es

=K

|

Utilizando las propiedades de las igualdades se puede
decir que la expresion

V .
— =K Eslomismoque y=KXx
X



La cual seriala funcidn para representar una relacionde
proporcionalidad directa entre dos variables.

Parael ejemplo gue se vienetrabajando se obtendria lo
siguiente

Sea (¥Y) el costo de los |@pices v (X) |2 cantidad de
lapices, la relacion o razon entre esta variables seria.

E=ﬂ=113133
X 3

Al tener el valor de la relacian entre las variables, (k
=1133,33) que seria el valar de la unidad, se puede
aplicar lafuncion de proporcionalidad que planteaque
la primeravariable en cuestian (costo) va a ser k veces
la segunda variable (cantidad de articulos), o lo que es
lo mismo, el costo total esigual al valor de la unidad par
la cantidad de unidades.

V=K

Como piden cudnto valen 18 ldpices (¥ = 18) v se sabe
gue k=1333,33, al remplazar en la funcion se abtiene
lo siguiente.

= Ex

¥ =133333x18

¥ =20399.94
20400

V
Obsérvese que al trabajar con decimales los valares no

st

i

dan tan exactos, pues no se tienen en cuenta muchos
decimales, por lo que en matematicas se prefiere
trabajar con fracciones en ver de decimales, para que
los resultados sean mas exactos.

Ejemplo 2 (repartos proporcionales)

Elkin y Federico son dos muy buenos amigos y
deciden montor un negocio en compana, Elkin
oparto para el negocio 400.000 y su amigo
e00.000. 5i en e negocio se gonan 380.000
cuagntoa  le  comesponde @ codo uwno
proporcionalmente a lo oportado.

solucidn

En un negocio entresocios generalmente se hablan de
do= variables (aportes y ganancias),

Una de las posibles formas de saber las ganancias
individuales de los socios segln lo aportado por cada
uno, es conocer primero el aporte total v la ganancia
total, para a partir de esta relacion hallar las demas
relaciones.

Para Elkin se formaria |a siguiente proporcion
5 para un aporte total de 1000000 las ganancias fueron

38000, aElkin que aporto 400000 icuanto le tocaria de
ganancia?

Aporte Ganancia
1000000 320000
400000 X

Resolviendo se obtendria

400000 380000

1000000
L 4x38000

cancelando 6 ceros

Por lo que se deduce que a Elkin le corresponden
152000 pesos de las ganancias.

Para hallar las ganancias que le corresponden a
Federico, se hallaria el valor del resto del dineroo en su
defecto ze formaria la siguiente proporcion.

Aporte Ganancia
1000000 380000
£00000 X

= 600000 = 380000

1000000
X =&1&UDU cancelando 6 ceros
x =228000

Esto es, 8 Federico le corresponden 228000



Ejemplo 3 ({Conversiones entre unidades de medida)

Convertir 3500 Kilometros a metros

Solucion.

Conociendo que las unidades de medida siempre
guardan entre si una relacion de proporcionalidad
directa, a partir de la relacion que existe entre
kilametros y metros (1 Km. son 1000 m.), se puede
completar la relacion pedida, de cuantos kildmetros
seran 3500 metros.

Kim 1
1 1000
e 3500

Al=zolucionar la proporcionse obtiene

3500=1
x=—
1000
33
=
10
x=335

Ejemplo 4 (Semejanzade poligonos)

Conociendo que lo sombra de un abjefo a la
misma hora del dig vy lo altura, guardan una
relocidn de proporcionalidod directa (formaon
tridngulos semefantes entre sil. Hallar lo altura
del edificio del siguiente qgrdfico.

[ 111 ]
nun| h=7?
T
mnnn
EnEE

150em

40cm 580 em

Solucion

Como la altura v la sombra son variables directamente
proparcionales se deduce que:

Sombra Altura
40 cm 150 crm
580 cm h

Al resolver la proporcion queda
148
290
580}:15&
18,
2

-
Izi=1=‘+5>-c:15

1
h=217

L]

La altura del edificio es2175cm, estoes, 21,75 m.

Ejemplo4 (leydelseno)

Hallar el lado falfante x del triangulo,
conociendo que el seno de un angulo y su
lado opuesto, s0n directamente
proporcionales.

Solucion

Aplicando |a definicion de proporcionalidad directa
entre el seno del angulo y su lado opuesto se
deduce lo siguiente

Send0® _ Sen6(®
48 X
_48:-:59?16[]‘
T Semd0®




Utilizando la calculadora se obtiene que
Send40° =064 y Sen60"=087

48087
i
064
X =06525

De los que se concluye que el lado opuestoa 60°
(x) mide 60.

Ejemplo 5 (principio de pascal)

Lh pargueadero presia el servicio de lavar
autos y por comodidad para los empleadss
utilizan  una mdaguina que funciona con un

-
liguidoencerradoy dos émbolos de 300ecm™ v

-

200 cm™, lacual permiten levaniar v bajar
el vehiculo segim lo reguisran, tal como se
puede ver en la figura.

F1

A1

Bedisefiado de: http:/ ‘hyvpermphvsics.phy-
astr.gsu eduhbaseespaschtml

Silafuerza aplicada y el area de aplicacion de
la fuerza, para esia maguma hidraulica son
direciamerie proporcionales a la fuerzao peso a
levaniary el area afeciada. ;Cualserdla
Juerzaminima (Fl)gue sedebe aplicar sobre

el embolo para levardar un auto que tieneun
peso (Filde 420000 N7

Solucion
Comola fuerza v el area de aplicacon de la fuerza

tienen una reladon de propercionalidad directa se
cumple que

e
I
IIPh‘lI'::'-—'I

F = Fyxd
Ay
_ 420000 %300
T 4200
F, =30000

En conclusion, se debe aplicar una fuerza de 30000 .
para levantar un camo de 420000 N

Ejemplo 6 (Elongacion de un resorte)

Al realizar experimenios de cuanio se esitira un
resorte dependiendo de la masa gue se cuelgue en
él, se llega a la conclusion que el peso o masa
del objeto colgarie viaelongacion lograda por
esie, son variables direciamenie proporcionales.

Sia unresorie sele cuelgaun peso de 20 gramos
Vv este se estira Zem, Cudnio se elongard el
resorte si se le cuelga un peso de 30 gramos?

Solucion.

Sea (F) el peso del objeto colgante v (%) la elongacion
que se logra al colgar dicho peso, por ser vanables
directamente proporcionales, la relacion entre ellos es
slempre constante, esto es

£=K oloque eslomismo F=Kx
X

A continuacionse presentaran dosposibles maneras de
zolucionarlo.

Por proporcionalidad Por ecuaciones
masa Elongacion P E _ E ~10
20gr 2cm x 2
30 gr X
F=Kx
30x%2 paraF =30
STy K =10
30=10x
Re solviendo queda 3=y
x=3




Proporcionalidad inversa

Algunasrelaciones entrevariables no son directas, pera
i tienen otro tipo de relacion denominada inversa. Este
tipo de relacion se da cuando al aumentar el valor de
una de las variables la otra no aumenta, si no que
disminuye en esta misma proporcion.

El ejemplo mds comin de este tipo de situaciones es
gque entre mas gente halla para hacer algo, menos
tiempo se demoraran, de tal forma que si todos
trabajan al misma ritmo  haciendo algo, si traen el
doble de gente se demoraran la mitad del tiempo.

En las relaciones de proporcionalidad directa entre dos
variables (x,y] se observd que =& conserva la relacion

inicial EXJ;’F] | porgue al ampliarse o reducirse el valar

de unavariable en cierto factor (c), la otra se amplia o
reduce en este mismo factor (c),

Si unade las variables por ejemplo se duplica (c=2) |a
otra también se debe duplicar (c=2), Generdndose asi
unasimple amplificacion o complicacion de fracciones,
por lo que las fracciones o razones siempre seran
iguales.

X, _ck,

A 4

5i =& establece una relacion entre dos variables ¥1,/%1
las cuales son inversamente proporcionales, al ampliar
elvalaor de unade las variables por un factor cualquiera
(c], la otravariable nose amplificaen el mismo factor si
no que se reduciria en dicho factor y por ende no seria
razonesofracciones equivalentes, ya que para que dos
fracciones sean equivalentes o iguales s=e debe
multiplicar tanto numerador coma denominadaor por el
mismo factor, si se multiplican por diferentes factores
NuUNCa seran iguales.

X
h o &
[

Sin embargo, que pasa =i en vez de dividir los valores
correspondientes de las dos variables se multiplican
entre =i dichos valores.

Si unvalor de la primeravariable I_X] } se ampliaenun
factor k, ze generaria un segundo valor X: gueseriak

vecesel primero, estoes, X, = (kX))

Ahaorabien, como hay una relacion de proporcionalidad
inversaentre lasvariables, el valorinicial de lasegunds
variable II*’] ] porserinversa, se reducira en este mismo

I }’; -II

factork, estoes, ¥, =L

i _5: ___..

Como al multiplicar una de las variables por un factor
|z otra variable se reduce o divide en el mismo factor,
estos dos factores siempre se cancelaran v por ende
los resultados serdn siempre iguales entre si.

. 1.,
X]'}r1=‘;:‘7{1'EF1

En otraz palabras, el producto entre los valores
correspondientes de estas dos variables, siempre sera
constante vy s le  denomina constante de

praoporcionalidad inversa.
A-N=X,-F,=K

Ladiferenciaconla proporcionalidad directa es que en
vez ser |la razdn o divisidn la que me genera una
constante, acd es el producto lo que genera la
constante. Aplicandolas propiedades de las igualdades
ze obtiene

5i se ubicaran las variables como si se fuera a hacer
una regla de tres quedaria lo siguiente.

Fariahis Variable 2
X, K
X, ¥,

Analizando los resultadaos anteriores, se podria hacer
unacorrespondencia can estosdiciendo quela razon
entre dos datos de una misma variable, esigual ala
razan entre losdatos correspondientes de laotra
variable perode forma invertida.

X K

X, 5



Funcidn asociada a una relacion de proporcionalidad
inversa entre dos variables.

5i se expresa, el hecho de queel producto de las dos
variables, essiempre constante, despejandolaY, se
ocbtendria
XN V=K
y=k
X

Donde kes la denominada constante de
proporcionalidad inversa

Ejiemplo1l. (Cantidad de poblacion Vs Tiempo)

Dos abreros trobajondo juntos al mismeo rftmao
hocen un trabajo en 6 digs. 5i se requiere hacer
el trobajo en 3 dias Jicudntos obreros debe

haber?

solucidn por regla de tres simple inversa

Como entre mas obreros trabajando menos tiempo se
demoran, la relacion es inversza. Esto es, e coloca una
de las razones y se iguala con la otra razon pero
invertida.

Obreros Dias
2 B
¥ 3
2 3
v 6
E = lj = 31_‘-
2B
=1_."
3 -
=7y

Se requieren 4 obreros para hacer la obra en 3
dias

solucidn por funciones

Como la relacion entrelas variables esinversa, se utiliza
la funcidn

¥ I's Donde ¥ es el ndmero de ohreros y X
"y eldedias

Lo primero en esta funciaon es hallar el valor de |a
constante proporcionalidad k, para lo cual se remplaza
en la funcion, dos valores conocidos de Xy Y.

Como paray=2, x=6 al reemplazar se obtiene

[
Il
=

x2=K
2=k

O

Una wvezr obtenido el walor de la constante de
proporcionalidad inversa k, al reemplazarlo en la
ecuacion, se puede obtener cualquier valor de una
variable a partir del valor de la otra.

g

};=1_‘-

X

Para 3 dias (X=3) seobtiene
.12

Y=—

3

=4

Ejemplo 2 (Engranajes)

Un engrongje compuesto por dos ruedas
dentodos de 12 y 15 dientes respectivamente
52 pane en funcionamiento.

5i zeconoce que porcodo que pase un diente de
una ruedo pasa un diente de lo otra, écudntas
vueltos dard lo mds gronde mientras o
pequefa da 15 1vueltos?



Solucion

Como pasan igual ndmero de dientes por el punto de
contacto, entre mas dientes tenga la rueda menos
vueltas paodrédar, de tal forma que si tiene el doble de
dientes de otra dara la mitad de las vueltas que |a otra.
En otras palabras hay una relacion de proporcionalidad
inversa entre el nimero de dientes y el nimero de
vueltas y por tanto la multiplicacion entre los datos
correspondientes o relacionados  de estas dos v
variables siempre son constantes.
X, -¥,=X,-T,

Sed % el nimero de dientes
¥ el nimero de vueltas

12x15=15-¥
12x15

15
12=y

Quedacomo ejercicio determinarcada cuantos dientes

= l:l.'

de paso por el punto de contacto de una rueda, vuelven
a quedar en la posician inicial. Wtilice minimo coman
mltiplo.

Ejemplo3 [Maquinas simples)

Conociendo paro gue una balanzo este en
equilibrio lo distoncio ol cenfro de apoyo v el
peso de coda lado, se compaortan comao variahles
inversamente proporcionales. 5iun cuerpa con
una masa de 800 gr, se coloco o una distancia
de 12 cm del centro de una bolonza, A qué
distaoncio se debe colocor una masa de 600 gr.
para que lo balanzo este en equilibrio ?

Solucion

Comao la distanciaidl) yel peso(pl) de un lado, tienen
una relacion inversamente proporcional con la distancia
(d2) v el peso (p2) del otra lado

dy-py=d;-p;
800x12=d, =600
g
80012 —d
600 -

16 =d,

Regla de tres compuesta

Cuando hay una relacion entre tres o mas vanables
se puede utilizar la regla de tres compuesta para
encontrar otras relaciones entre las mismas
variables.

Para resolver una regla de tres compuesta lo
importante es identificar |a relacion directa o
inversa que existe entre la incognita y cada una de
las otras variables.

Ejemplo 1

10 gallinas ponen 10 huevosen 2 dias, 20 gallinas
pondran 20 huevos en cuantos dias.

Gallinas Huevos Dias
10 10 2
20 20 y

La relacion entre dias y huevos es directa puesto
gue entre mas gallinas mas huevos ponen,
mientras que la relacion entre dias y gallina es
inversa pues entre mas gallinas menos dias
requieren para poner cierta cantidad de huevos.

Inuar;l_\
}J Directa
;

Gallinas Huevuﬁ Dias
10 10 2
20 20 ki

Para despejarla incognita de la ecuacion se coloca
larazon de laincognitay se iguala con el producto
de cada una de las otras razones teniendo en
cuenta que si es inversa la razon se invierte.

2 20 10 2x2=2xy
FRE T 22
2 2 7 Y
vy 2 2=y

Para que 20 gallinas pongan 20 huevos se
requieren 2 dias.



VOLUMEN

Medidadel espacioque ocupauncuerpo o Capacidad Ejemplo 1.
que tiene un recipiente Hallar el volumen del siguiente =dlido, si las medidas
correspondientes estan en centimetros.

Cuerpos geométricos Volumen 3

Cuerpos con daos caras paralelas e
iguales

V = @rea base X B
h altura Solucion

h W= A base ¥ altura
V= (lem x 3cm. + 2cm. x Lem J6em.
V= Eﬂcm.z
A base A base
Ejemplo 2 I
Cuerpos con una cara base, y el Se tiene una esfera de 3 cm. de

resto de sus caras laterales . . e
radio inscrita en un cilindro tal

convergen a un vertice comun. | como se ilustra en la figura. Hallar
V=_deldreabase el volumen que hay entre la esfera

y el cilindro.

¥ altura
Solucion
VW =Vcilindro — V esfera

-2 _ 3
V= Zar

3

Ejemplo 3
Cudntas vasijas cilindricas de 2 cm. de altura y 6cm. de

diametro haran falta para almacenar 1.131 cm3 de
A base agua.

Solucion

)
- 3
Esfera V.de lavasija= 77k = 18.7 =55 548 cm

L=

i
bt | =

=

M

Litilizando la regla de tres: Sicon 1 vasija lleno 56,548

3
M cudntas vasijas necesito para llenar 1131 &M%

‘v RS/ 5e requieren 20 wvasijas cilindricas
3

para almacenar 1.131 ™M de agua.



Volimenes de cuerpos semejantes

5i se conoce larelacion entre los lados de dos cuerpos
zemejantes, la relacion entre sus volomenes ez la
misma pero elevada al cubo.

Ejemplo 1.

S el volumen de un cono es 32em’ ¥ EE quiere
construir otro conosemejante cuya razon de semejanza
zea 3/2 del cono inicial éCudl es el volumen del nuevo
cono?

Solucion

Coma la relacion de semejanza es 3/2, larelacian
entre los volimenes también es 3/2 pero al cubo

-
F 3
i
|
|
i

Finicial

Relacion de dos magnitudes o variables

Para determinar la relacion entre dos magnitudes o
variables se hace una comparacion entre estas
mediante una razan, siendo aconsejable colocar en el
numerador la variable que se pide relacionar en
teérminos de la otra.

Una vezse tenga elvalor de la razon entre las variables,
para compararlas el denominador dela razdn se pasa al
otro lado a multiplicar quedando asi comparadas las
variables.

Ejemplo 1

Cudl es lo rozon o relacidn entre los volimenes
de una esfera de radia 3cm (V1) v el de una
esfero de rodio 5cm. (W2}

Solucion.

Para zabercudl eslarelacion entreel V2 con respecto
gl W1, se colocala razan entre estos dos volimenes tal
Ccomo se muestra a continuacion.

AT
o a0y

r2-125

27 !



